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:مثال  
fedcba 
1 1 3 3 1  1  

  
  

  
  

ddcc 
  
  

  شروع كار:

  
  مرحله اول:

بـرگ   و cكنيم حال از درجه  ) انتخاب ميaكوچكترين برگ را ( ،) و با توجه به جدولمي باشد cشته (كه ابتداي ربا حركت از 
a يمده ميو اين كار را براي مراحل بعد نيز انجام  يكي كم كرده.  
  

fedcba 
1 1 3 3 

2  
1  1  

◦  
  

  
ddcc 

    
  مرحله دوم:

fedcba 
1 1 3 3 

2  
1 

1  
◦  

1  
◦  

  
  

ddcc 
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  رحله سوم:م

fedcba 
1 1 3 

2  
3 
2  
1  
◦ 

1  
◦  

1  
◦  

  

  
ddcc 

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  

  مرحله چهارم:
  كنيم. انتهايي را به يكديگر وصل مي گرهدر اين مرحله دو 

fedcba 
1 1 

◦  
3 
2  
1  

3 
2  
1  
◦ 

1  
◦  

1  
◦  

  

  
ddcc 

  
  
  
  
  
  

  
  مرحله آخر:

  
  

  (Single Source Shortest Path)ترين مسير از مبداء واحد له كوتاهمسأ
W وزن دار داده شده است. تابع وزني دار جهتكوتاهترين مسير يك گراف  مسألهدر  : E R يقي يال يك مقدار حق به هر

  . دهيد ميرا نسبت  شود ميكه وزن يال نيز ناميده 
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kPوزن يك مسير v , v ,..., v 0   عبارتست از: 1
k

i i
i

W(P) w(v , v )


 1
1

  

  عبارتست از: v به u مسير وزني ازكوتاهترين 
pmin{w(p) : u v}

(u, v)
 

  


 

W(p) با وزن p به صورت هر مسيري مانند vبه uاهترين مسير ازكوت (u, v)   شودميتعريف.  
:باشند. كوتاهترين مسير ميزيرمسيرهاي كوتاهترين مسير خود  نكته  
  ي با وزن منفيها يال

Gانچه گراف چن (V,E) شامل هيچ دور منفي كه ازs ـ نباشد آنگاه ،قابل دسترسي است  ,s)ي كوتاهترين مسير وزن v) 
بتوان بـه يـك    S رأساگر از  ماند اما در غير از اين حالت يعني ابهام باقي ميو بدون منفي باشد خوش تعريف اگر مقدار آن حتي 

,s)دور با طول منفي رسيد آنگاه  v) را ميتوان با آغـاز از هميشه يك مسير وزني با مقدار كوچكتر باشد و نميخوش تعريف S  و
,s) رد و در اين حالتآو به دستپيمايش آن و سپس منفي رسيدن به دور  v)   .خواهد شد  

  داراي وزن غير منفي باشند. ها يالگذارند كه همه مي فرض را بر اين بنا Dijkstra مانند ها الگوريتمبرخي از *
Bellman * الگوريتم ford  رأساز كه هيچ دور با طول منفي اما  .داراي وزن منفي نيز باشدگراف ي ها يالكه  دهد ميامكان 

باشد، الگوريتم آن را آشكار  دوري با طول منفي وجود داشته. اگر چنين باشد نبايد در گراف وجود داشته باشدقابل دسترسي مبداء 
  .دهد ميو وجود آن را گزارش 

:كـه كوتـاهترين   كنـيم  مـي فـرض   ألهمس ـكاستن از كليت بدون بنابراين  باشند. ورشامل دهرگز نبايد كوتاهترين مسيرها  نكته
  دوري نيستند. مسيرها شامل هيچ

G در يك گراف غير دوريبه اينكه هر مسير با توجه  (V,E) شامل حداكثرV همچنـين شـامل   باشـد  ميمتمايز  رأس ،
Vحداكثر 1  اين ما توجه خود را به كوتاهترين مسيرهايي كه حداكثرخواهد بود، بنابريالV 1 كنيم. يال دارند معطوف مي  

  نمايش كوتاهترين مسيرها
G فرض كنيد (V,E)  وزنيبا تابع  دار جهت و دار وزنگراف W : E R  بـا طـول    شامل هيچ دوري به طوري كهباشد

  .هستندسيرها خوش تعريف قابل دسترسي باشد و بنابراين كوتاهترين م Sأ مبد رأسبتواند از منفي نباشد كه 
G ،دار جهت، يك زير گراف Sدر (shortest path tree) سيرهامكوتاهترين  يك درخت (V ,E )   است، كه V V  

Eو E  به طوري كه:  
)1( V  از رئوس است كه ازيك مجموعهS  .قابل دسترسي است(S V)  
)2( G اريك درخت ريشه د(rooted tree) با ريشه S باشد مي.  
V) براي همه 3( Vمسير ساده منحصر بفرد از ،S به V درG ،مسير از يك كوتاهترينS  بهV در گراف G .خواهد بود  
:باشند مينكوتاهترين مسيرها نه منحصر بفرد  نكته.  

  

 د.وجود داشته باشvبهuاگر مسيري از

 در غير اينصورت



 

 

 108 گراف و درخت

  :شود ميبراي چاپ يك مسير از الگوريتم زير استفاده 
PRINT-PATH(G,S,V) 
       if v=s 
          then print s  
          else if  [v]=NIL  
                then print "no path from"s "to" v "exists" 
                else PRINT-PATH(G,S, [v]) 
                     print v 

Relaxation 
يـك تخمـين    d[v]، صـفت  رأسبراي هـر   كنند.استفاده مي relaxationاند از تكنيك  آمده قسمتيي كه در اين ها الگوريتم

|)ي اوليه مناسب را در زمان ها الگوريتم زير مقداردهي .باشد ميكوتاهترين مسير  v |) دهد ميانجام.  
 d[u]+w(u,v)ر آن بـا رابطـه   را با طول مسيري كه مقدا d[v]توان مقدار  يعني اينكه آيا مي (u,v)كردن يال  relaxفرايند 

را  INITIALIZE-SINGLE SOURCEابتـدا رويـه    ،هـر الگـوريتمي در ايـن فصـل     داده شده است، بهنگام و بهتر نمـاييم. 
  .كند مي relaxتكراريبه طور  را ها يالفراخواني و سپس 
  ، است.كنند مي relax را ها ليادر ترتيب و تعداد بارهايي است كه  شود مييي كه در اينجا مطرح ها تفاوت الگوريتم

  .شود مي relax، هر يال دقيقاً يك بار DAGبراي  ترين مسير از يك رأس واحد دايكسترا كوتاهدر الگوريتم 
  .شود مي relaxبار چندين هر يال  Bellman-ford در الگوريتم

  
  عبارتند از: relaxation خواص كوتاهترين مسيرها و عمل برخي از

  (Triangle inequality) ينامساوي مثلث )1
(u, v) E : (s, v) (s, u) w(u, v)      

 (upper bound) خاصيت كران بالا )2

  :d[v]خاصيت 
v V : (s, v) d[v]     

,s)برابر d[v] چنانچه يكبار v) كند. ديگر تغيير نمي ،شود  
 (no-path)خاصيت عدم وجود مسير  )3

  داريم: وجود نداشته باشد آنگاه هميشه  vبه  sاگر هيچ مسيري از 
d[v] (s, v)     

 (convergence)خاصيت همگرايي  )4

sاگر مسير  u v   براي برخيu  وv در  هاV  يك كوتاهترين مسير بوده و اگر قبل از آغاز هرگونـه ،relax   كـردن
d[u]شرط ، (u,v)يال  (s, w)   برقرار باشد آنگاهd[v] (s, v)  .بعد از آن همواره برقرار خواهد بود  

 path-relaxation خاصيت )5

kPاگر  v , v ,..., v 0 sكوتاهترين مسير از 1 v kدر ترتيب  P ها يالباشد و  kv به 0 k(v , v ),..., (v , v ), (v , v )1 1 2 0 1 ،
relax شده باشند، آنگاه:  

k kd[v ] (s, v )   

هـاي  relaxationديگري كه انجام شود برقرار است حتـي اگـر آنهـا بـا      relaxationنظر از هرگونه مرحله  اين خاصيت صرف
  مخلوط شوند. pي ها يال

 Predecessor-subgraph خاصيت )6

,s)، برابر Vها در vهمه ار كه براي يكب v)  شد، آنگاه گراف پيشين ياG (V ,E )       يك درخـت كوتـاهترين مسـيرها
  خواهد بود. sباريشه 
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  Bellman-Fordالگوريتم 
G دار وزن دار جهتگراف  (V,E)   داده شده است. تابع وزنـيW   بـه صـورت W:E R  مبـدا   رأسوS   داده شـده

باز مـي گردانـد و در ايـن     falseالگوريتم مقدار  ،بتوان به آن رسيد Sاست. اگر گراف داراي دوري با طول منفي باشد كه از مبداء 
  صورت هيچ راه حلي وجود ندارد.
پيوسته  به طورگرداند و برمي Trueقابل دسترسي باشد، آنگاه الگوريتم  sمنفي نباشد كه از  ولطاما اگر گراف داراي دوري با 

]كاهش دهد تا  V رأسميكند تا تخمين را براي هر  relaxرا  ها يال ] ( , ) d v s v.شود  
BELLMAN-FORD(G,W,S) 
       INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G,S) 
       for i1 to |V[G]| 

            do for each edge (u,v)E[G] 
                 do RELAX (u,v,w) 
       for each edge (u,v)   E[G] 
            do if d[v]>d[u]+w(u,v) 
                 then return FALSE 
        Return TRUE 

|)Oزمان اجراي اين الگوريتم برابر  V || E   باشد. مي (|

  
  :مي شوند relaxترتيب زير  به ها يال ،در مثال بالا

( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )t x t y t z x t y x y z z x z s s t s y  

:وزن دار با مبداء  دار جهتفرض كنيد يك گراف  نكتهs  و تابع وزنيw  شـامل هـيچ   اين گـراف  باشد و فرض كنيد داده شده
|با  .باشد نباشدقابل دسترسي  sدوري با وزن منفي كه از  | 1V هاي بار تكرار حلقهfor   بـراي همـه   فـوق  اول و دوم الگـوريتم

  :قابل دسترسي باشند خواهيم داشت sرئوسي كه از 
[ ] ( , ) d v s v  

:فرض كنيد گراف  نكتهG (V,E)  مبدا و تابع وزني  رأسبا  دار جهتيك گراف وزن دارW  براي هـر   اين صورتدر باشد
]با  مي شوداجرا  Gهنگامي كه روي  فورد -بلمند دارد اگر و تنها اگر الگوريتم وجو vبه  s مسيري از v رأس ]  d v  خاتمه
  يابد.

 
  DAGدر  طول كوتاهترين مسيرها از يك مبداء واحد يافتن
 :گراف زير را در نظر بگيريدمثال:  

  


