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ر     ن 
  

 »ن والقلم و ما يسطرون«

  .كلمه نزد خدا بود و خدا آن را با قلم بر ما نازل كرد
ا در راستاي انتقال دانش و مفاهيم با كمك اساتيد به پاس تشكر از چنين موهبت الهي، موسسه ماهان درصدد برآمده است ت

اميد . مجرب و مجموعه كتب آموزشي خود براي شما داوطلبان ادامه تحصيل در مقطع كارشناسي ارشد گام موثري بردارد
  . هاي بلند فرداي شما باشد گذار گام هاي خدمتگزاران شما در اين موسسه پايه است تلاش

. اند منظور استفاده داوطلبان كنكور كارشناسي ارشد سراسري و آزاد تاليف شده شي ماهان بههاي كمك آموز مجموعه كتاب
هاي متعدد در   گيري از تجربه اساتيد بزرگ و كتب معتبر داوطلبان را از مطالعه كتاب ايم با بهره ها سعي كرده در اين كتاب
  . نياز كنيم هر درس بي

  .باشد صورت ذيل مي يان بهديگر تاليفات ماهان براي ساير دانشجو
مرحله آزمون تاليفي  3سال اخير به همراه  5مرحله كنكور كارشناسي ارشد  5شامل  :آزمون  8هاي  مجموعه كتاب ●

ها با  اين مجموعه كتاب. باشد كه براي آشنايي با نمونه سوالات كنكور طراحي شده است ماهان همراه با پاسخ تشريحي مي
ريزي درسي در  بندي مباحث در هريك از دروس، اطلاعات مناسبي جهت برنامه اخير كنكور و بودجه ساله 3توجه به تحليل 

  .دهد اختيار دانشجو قرار مي
باشد كه براي  هاي مختلف كنكور كارشناسي ارشد مي شامل كليه نكات كاربردي در گرايش :هاي كوچك مجموعه كتاب ●

  .باشد خر قبل از كنكور مفيد ميماهه آ 2بندي مباحث در  دانشجويان جهت جمع
روزرساني تاليفات ماهان  و بهوسيله از مجموعه اساتيد، مولفان و همكاران محترم خانواده بزرگ ماهان كه در توليد  بدين
  . نماييم اند، صميمانه تقدير و تشكر مي موثري داشته نقش

اد درخصوص تاليفات ماهان را از طريق سايت ماهان به آدرس توانند هرگونه انتقاد و پيشنه دانشجويان عزيز و اساتيد محترم مي
mahan.ac.ir با ما در ميان بگذارند.  

 
 موسسه آموزش عالي آزاد ماهان

 
  

 



 

ف ن     و
  

 

  

  

  
هاي حوزه كامپيوتر  ه به دوستان متقاضي كنكور كارشناسي ارشد رشتهس از چندين بار ويرايش، براي ارائكتاب حاضر، پ
ول از جمله فصل در برخي فص. ه شده استخدمت دانشجويان گرامي ارائفصل تنظيم و  8اين كتاب در . آماده گرديده است

 در پايان هر. ه شده كه توصيه مي شود با دقت و درايت بيشتري بررسي و خوانده شودئمطالب مفيد و مهمي ارا 6و  2،3، 1
البته در فصل يك سوالات بيشتري وجود دارد . گنجانده شودهاي همان فصل  فصل نيز سعي شده سوالات مربوط به سرفصل

اميدوارم اين كتاب . رو، صلاح ديده شده كه در اين فصل قرار گيرند هاي پيش اطشان با فصلكه به خاطر اهميت آنها و ارتب
  .بتواند شما را در راه رسيدن به اهدافتان ياري كند

  .اند سپاسگزارم از كليه عزيزاني كه در گردآوري اين كتاب زحمت كشيده
  

  
  

  سمانه سرورنژاد 
  

 



 

 

  فهرست

  صفحه  عنوان
  

  
  7  ..............................................................................  هاي بازگشتي  ها و مرتبه اجرايي آنها و آشنايي با الگوريتم  فصل اول ـ الگوريتم

  8  ..................................................................................................................................................................................................................................  نمادهاي مجانبي
  Polynomials(  .............................................................................................................................................................................................  11(ها  اي چند جمله
  19  .....................................................................................................................................................................................................................  هاي بازگشتي الگوريتم

  19  ..................................................................................................................................................................................................................................  هاي هانوي برج
  21  .................................................................................................................................................................................  (CALL) برنامه زيرمراحل فراخواني يك 

  23  .......................................................................................................................................................................................................  شتيهاي حل روابط بازگ روش
  39  ....................................................................................................................................................................................................................  فصل اول كليدينكات 

  44  .................................................................................................................................................................  اولفصل تاليفي پاسخنامه و  اي سوالات چهارگزينه
  46  ..............................................................................................................................................................  اولفصل سراسري پاسخنامه و  اي سوالات چهارگزينه
  53  ......................................................................................................................................................................  اولفصل آزاد پاسخنامه و  اي سوالات چهارگزينه
  57  ............................................................................................................................................................  نويسي پويا  فصل دوم ـ برنامه
  58  ..................................................................................................................................................................................................................  پويا  روش برنامه نويسي

  64  ...........................................................................................   (Optimal Binary Search tree)بهينه يا اپتيمال  مسئله درخت جستجوي دوتايي
  65  ...................................................................................................................................................................................  تفاوت روش حريصانه و برنامه نويسي پويا

  68  ....................................................................................................................  (The Traveling Salesperson Problem)گرد  مسأله فروشنده دوره
  73  ......................................................................................................................................................................................ها اي بهينه ماتريس مسأله ضرب زنجيره

  78  ....................................................................................................................................................................................  بندي بهينه يك چندضلعي محدب مثلث
  81  ...................................................................................................................................................................................................................  فصل دوم كليدينكات 

  84  ............................................................................................................................................................  فصل دومسراسري پاسخنامه و  اي چهارگزينه سوالات
  90  ......................................................................................................................................................................  فصل دومآزاد پاسخنامه و  اي سوالات چهارگزينه

  93  ................................................................................................................................................................  فصل سوم ـ روش حريصانه
  94  ...................................................................................................................................................................................................................................  روش حريصانه

  95  ................................................................................................................................................................  (Activity-Selection)ها  مسأله انتخاب فعاليت
  Greedy method(  ..........................................................................................................................................................................................  98(متد حريصانه 

  101  ......................................................................................................................................................  (Fractional Knapsack)پشتي كسري  مسأله كوله
  104  .........................................................................................................................................   ( Merge Optimal Pattern)سأله الگوهاي بهينه ادغام م

  105  ............................................................................................................................................................................   (Huffman Coding)كدگذاري هافمن 
  108  ................................................................................................................................................................................................................  فصل سوم كليدينكات 

  110  .........................................................................................................................................................  ومسفصل سراسري پاسخنامه و  اي سوالات چهارگزينه
  113  ..................................................................................................................................................................  ومسفصل آزاد پاسخنامه و  اي سوالات چهارگزينه

  115  ............................................................................................................................................................  فصل چهارم ـ گراف و درخت
  116  ..................................................................................................................................................................................................  ايش گرافهاي مختلف نم روش

  118  ...................................................................................................................................................................................................  سطح -الگوريتم جستجوي اول
  122  .............................................................................................................................................................   (Classification of edges)ها  بندي يال دسته
  123  ................................................................................................................................................................   (Topological Sort)سازي توپولوژيكي  مرتب
  124  ............................................................................................................................  (Strongly Connected Components)هاي همبند قوي  مؤلفه

  127  ................................................................................................................................................................................................  (Eulerian Tour)تور اويلري 
  127  ..............................................................................................................................   (MST: Minimum Spanning Tree)درخت پوشاي مينيمم 

  130  ....................................................................................................................................................................................................  هاي پريم و كروسكال الگوريتم



 

  141  ...............................................................................................................................................  ترين مسير از مبدأ واحد الگوريتم دايكسترا براي يافتن كوتاه
  Heap-Sort  .................................................................................................................................................................................................................  142الگوريتم 

  143  .............................................................................................................................................................................................................  فصل چهارم كليدينكات 
  146  ..........................................................................................................................................................  چهارمفصل تاليفي پاسخنامه و  اي سوالات چهارگزينه
  147  ......................................................................................................................................................  ارمچهفصل سراسري پاسخنامه و  اي سوالات چهارگزينه
  162  ...............................................................................................................................................................  چهارمفصل آزاد پاسخنامه و  اي سوالات چهارگزينه

  BT(  .....................................................................................................................................  167(فصل پنجم ـ روش بازگشت به عقب 
  168  ..................................................................................................................................................................................................   (n-Queens)وزير  - nمسأله 

  174  .............................................................................................................................................................................................  (explicit)هاي صريح  محدوديت
  174  ...........................................................................................................................................................................................  (implicit)هاي ضمني  محدوديت

  175  ..........................................................................................................................................................................................................................  زمانبندي پردازنده
  181  ..............................................................................................................................................   (Disjoint Set Forests)هاي مجزا  هاي مجموعه جنگل
  184  ..............................................................................................................................................................................................................  فصل پنجم كليدينكات 

  185  .......................................................................................................................................................  فصل پنجمسراسري پاسخنامه و  اي سوالات چهارگزينه
  186  ................................................................................................................................................................  فصل پنجمآزاد پاسخنامه و  اي سوالات چهارگزينه

  187  ....................................................................................................................................................  فصل ششم ـ روش تقسيم و غلبه
  Divide & Conquer(  .....................................................................................................................................................................  188(روش تقسيم و غلبه 

  190  ...............................................................................................................................................................................  يافتن عنصر مينيمم و ماكسيمم يك آرايه
  Strassen(  ......................................................................................................................................................................  192(ب ماتريس استراسن الگوريتم ضر

  194  ..........................................................................................................................................................................................................................  هندسه محاسباتي
  196  ..............................................................................................................................................................................  الگوريتم گراهام براي توليد پوشش محدب

  Quick Hull  ...............................................................................................................................................................................................................  199الگوريتم 
 Merge Hull  ..............................................................................................................................................................................................................  200الگوريتم 

  205  ..........................................................................................................................  )ترين مقسوم عليه مشترك بزرگ( gcdالگوريتم اقليدس براي محاسبه 
  206  .............................................................................................................................................  (Binary gcd algorithm)م .م.الگوريتم باينري يافتن ب

  206  ..........................................................................................................................  (Extended Euclid's algorithm)الگوريتم توسعه يافته اقليدس 
  208  ..............................................................................................................................................................................................................  فصل ششم كليدينكات 

  212  .......................................................................................................................................................  ششمفصل سراسري پاسخنامه و  اي سوالات چهارگزينه
  218  ................................................................................................................................................................  ششمفصل آزاد پاسخنامه و  اي سوالات چهارگزينه

  221  ................................................................................................................................................  فصل هفتم ـ روش انشعاب و تحديد
  Branch & Bound(  ....................................................................................................................................................................  222(روش انشعاب و تحديد 

  224  ......................................................................................................................................................................................................  طريقه محاسبه ارزش هر گره
  226  .......................................................................................................................................................................................................................پيچيدگي محاسبات

  227  ..............................................................................................................................................................................................................  فصل هفتم كليدينكات 
  228  .......................................................................................................................................................  هفتمفصل سراسري پاسخنامه و  اي سوالات چهارگزينه
  228  ................................................................................................................................................................  هفتمفصل آزاد پاسخنامه و  اي سوالات چهارگزينه

  NP  .................................................................................................................................................  229فصل هشتم ـ آشنايي با نظريه 
  Intractable(  .....................................................................................................................................................................................................  230(مسائل بغرنج 

  231  ....................................................................................................................................................................  گيري  بهينه با مسائل تصميمل مسائتفاوت بين 
 NP-hard..........................................................................................................................................................................................................................  233كلاس 

  233  ...............................................................................................................................................................  عدد توسط الگوريتم پوسته محدب Nمرتب كردن 
  NP-Complete  .............................................................................................................................................................................................................  233كلاس 

  234  ...............................................................................................................................................................................................................  كش مسأله تا كردن خط
  PARTITION(  ..................................................................................................................................................................................................  234(مسأله افراز 

  235  .............................................................................................................................................................................................................  فصل هشتم كليدينكات 
  236  ......................................................................................................................................................  هشتمفصل سراسري پاسخنامه و  اي سوالات چهارگزينه

239  ..................................................................................................................................................................................................  منبع



 

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  هاي بازگشتي  ها و مرتبه اجرايي آنها و آشنايي با الگوريتم الگوريتم
  

  نمادهاي مجانبي 

 ها اي چند جمله  

 هاي بازگشتي الگوريتم  

 هاي هانوي برج  

 مراحل فراخواني يك زير برنامه  

 بازگشتيهاي حل روابط  روش  
 

 اول فصل



 

  هاي بازگشتي ها و مرتبه اجرايي آنها و آشنايي با الگوريتم الگوريتم

  و و O (Asymptotic Notation)مجانبي نمادهاي 

  : شوند  زير تعريف ميصورت  بهاين نمادهاي مجانبي 
   0 0g(n) f (n) | c 0, n N s.t 0 f (n) cg(n) as n n          

بنابراين هرگاه داشته باشيم  f (n) g(n)  منظور اين است كه f (n) O g(n).  
   0 0g(n) f (n) | c 0, n N s.t 0 cg(n) f (n) as n n         

ترتيب همين به f (n) (g(n)  عني اينكه ي f (n) (g(n).  
   1 2 0 1 2 0g(n) f (n) | c ,c 0, n N s.t 0 c g(n) f (n) c g(n) as n n          

fشهودي طور  به (n) O(g(n))يعني اينكه سرعت رشد f كمتر يا مساوي g است.  
f شهوديطور  به (n) (g(n)) يعني اينكه سرعت رشد f بيشتر يا مساوي g است.  
f شهوديطور  به (n) (g(n)) يعني اينكه سرعت رشد f مساوي g است.  
  نكته:  

f (n) (g(n)) f (n) O(g(n) And f (n) (g(n))        
 0 0(g(n) f (n) | c 0, n N s.t 0 cg(n) f (n) n n           

    o  ، مجانبينمادهاي 

  :شوند ميزير تعريف صورت  بهاين نمادها 
 0 0o(g(n)) f (n) | c 0, n N s.t 0 f (n) cg(n) n n          

  .كردن استنظر  صرفقابل  ناچيز و gبزرگ در برابر ها  nبراي  fيعني مقدار تابع 
  استفاده از حد براي تعيين مرتبه :بسيار مهم نكته  

n

f (n)
f (n) o(g(n)) lim 0

g(n)
    

n

f (n)
f (n) (g(n)) lim

g(n)
      

n

f (n)
f (n) (g(n)) lim a 0

g(n)
      

  :توان ثابت نمود كه با استفاده از حد مي

      
n

f (n)
1 if lim 0 f n O g n

g(n)
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  داريم) 1(با توجه به رابطه  :مثال:  

 
2

3n
O n

2
  

  چون

2

3n n

n
12lim lim 0

n 2n 
   

      
n

f (n)
2 if lim f n g n

g(n)
      

  داريم) 2(با توجه به رابطه  :مثال:  
4 2 5300n 5n 2n n    

  چون 
 

5

4 2n n

f n 2n n
lim lim

g n 300n 5n 


  


  

      
n

f (n)
3 if lim a 0 f n g n

g(n)
      

  داريم) 3(با توجه به رابطه  :مثال:  
 2 25n 3log n 10n log n 7n n     

   چون 
 

2

2n n

f n 5n 3log n 10n log n 7n
lim lim a 0

g n n 

  
    

  قاعده هوپيتال، اگر : نكته f x و g x ترتيب  بهپذير باشند و مشتقات آنها  هر دو ديفرانسيل f x  و g x باشد و اگر:  
   

n n
lim f x lim g x
 

    
  :حد سمت راست وجود داشته باشدگاه  صورت هر آندر 

 
 

 
 n n

f x f x
lim lim

g x g x 





  

ولـي اكثـر   . ا توابعي از اعداد صـحيح هسـتند  ه براي توابعي با متغيرهاي حقيقي نكته مذكور برقرار است، حال آنكه توابع پيچيدگي
logبراي مثال ( اه توابع پيچيدگي n  وn  علاوه، اگر تـابع  به . توابع متغيرهاي حقيقي نيز هستند) غيرهو f x    تـابعي از متغيـر

  :صورت باشد، در آن xحقيقي 
   

n n
lim f n lim f x
 

  

  نكته:   f (n) o(g(n)) g(n) (f (n))     
 2  :مثال 2 3 2 2 33n 4 (2n) , 2n o(n 1) , 4n 7n 10n 100 (n )           
 مجانبينمادهاي  :نكته,o, , ,O    شوند مي استفاده) نهايت يعني رفتار در بي(مجانبي طور  بهبراي مقايسه دو تابع.  
  هـا را بـه   توان اين شـباهت  مي دو تابع با مقايسه دو مقدار عددي حقيقي وجود داردمجانبي به جهت شباهتي كه مقايسه : نكته 

  :فرم زير نشان داد
f (n) O(g(n)) a b

f (n) (g(n)) a b

f (n) (g(n)) a b

f (n) o(g(n)) a b

f (n) (g(n)) a b
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   هاي نمادهاي مجانبي  ويژگي

1- ي تعد(Transitivity)  
f (n) (g(n)) and g(n) (h(n)) f (n) (h(n))

f (n) (g(n)) and g(n) (h(n)) f (n) (h(n))

f (n) (g(n)) and g(n) (h(n)) f (n) (h(n))

f (n) o(g(n)) and g(n) o(h(n)) f (n) o(h(n))

f (n) (g(n)) and g(n) (h(n)) f (

   
 
 

   
  

      
     
    
   
     n) (h(n)) 

  

  . باشند  ي را دارا ميتمامي عملگرهاي مجانبي خاصيت تعدبنابراين 
  (Reflexivity)انعكاس  -2

f (n) (f (n)) , f (n) (f (n)) , f (n) (f (n))       
,نمادهاي مجانبي  ,O  باشند خاصيت انعكاسي را دارا مي .  

  (Symmetry)تقارني -3
  :برقرار استزير صورت  به اين خاصيت فقط براي نماد 

f (n) (g(n)) g(n) (f (n))      
  نكته: 

f (n) (g(n)) g(n) (f (n))     
f (n) o(g(n)) g(n) (f (n))     

  گرا :نكته f(n)  وg(n) ازاي  بهاين توابع باشند يعني مقادير  يمثبت مجانبيطور  بهوابع تnحد كافي بزرگ مثبـت باشـند   ه هاي ب
   :داريمآنگاه 

max(f (n),g(n)) (f (n) g(n))    

  اگر  :نكتهa  وb  عضوي از اعداد حقيقي باشند وb 0 آنگاه داريم:   
b b(n a) (n )    

 نكته:   o(g(n)) (g(n))   
  توان نمادهاي مي :نكته, ,O  همتغيـر دو بـراي تـابع   مثـال عنـوان   به. متغيره هستند تعميم دادرا به توابعي كه دو g(n,m) 
  :شود ميتعريف زير صورت  به O(g(n,m))وانت مي

 0 0 0 0O(g(n,m)) f (n,m) | c 0,n ,m N, s.t. 0 f (n,m) cg(n,m) as n n ,m m         
را برايتوان اين تعريف  مشابه ميطور  به كردنيز ارائه  و.  

  : زير استصورت  به خلاصهطور  بهتعاريف توابع نزولي صعودي 
m,n;m  :يكنواي صعوديتابع  n f (m) f (n)     
m,n;m  :اكيدا صعوديتابع  n f (m) f (n)     
m,n;m  :يكنواي نزوليتابع  n f (m) f (n)     
m,n;m  :اكيدا نزوليتابع  n f (m) f (n)     
  : شوند  زير تعريف ميصورت  به ceilingو floorتوابع

xعددي حقيقي باشد آنگاه xاگر   قفس )Ceiling ( مقدارx كـوچكترين عـدد صـحيح بزرگتـر از    شـود و برابـر     ناميده ميx 
2: مثالطور  به. باشد مي / 25 3    
x    كفرا  )Floor (مقدارx بزرگترين عدد صحيح كوچكتر از برابر با ناميم و ميx 2          :مثلاً ،باشد مي / 25 2    
  براي هر عدد حقيقي :نكته x داريم:  x 1 x x x x 1             

  براي هر عدد صحيح :نكته n داريم:  n n
n

2 2
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  براي هر عدد حقيقي و مثبت مانند :نكته n  و هر دو عدد صحيح و مثبتa  وb داريم:  
n

/ b n / ab
a

n
/ b n / ab

a

a
(a (b 1)) / b

b

a
((a (b 1)) / b

b

          
          
      
      

  

  توابع :نكته( x ) floor   و( x ) ceiling    باشند  مييكنواي صعودي هر دو.  

 (Modular Arithmetic)اي  محاسبات مانده

  :داريم nو هر عدد صحيح و مثبت  aراي هر عدد صحيح ب
a

a mod n a n
n
      

   nبر  aباقيمانده تقسيم

aگوييم ) اد نم( b(mod n)اگر و تنها اگر a mod n bmod n   
  .هستند ارز هم n به پيمانه bو aگوييم در اين حالت 

  s(Polynomial(ها  اي چندجمله

ــه فــرم d از درجــه nاي برحســب  جملــهيــك چند ــابعي ب عبارتســت از ت
d

i
i

i

p(n) a n





dكــه در آن   1 0a ,....,a ,a ب يرا ضــرا

da اي نامند و چندجمله 0.  
  .باشند اعدادي ثابت مي اي چندجملهب يضرا
  4 :مثالp(n) 10n 7n 300   باشد مي 4 اي از درجه يك چندجمله.  
نكته:  

d
i d

i
i 0

d

if p(n) a n p(n) (n )

a 0


   



  

f گر تابعا :اي چندجملهدار   انتابع كر (n) برخي اعداد صحيحازاي  به k اي باشد كـه   گونه بهkf (n) O(n )  گوينـد f  دار  كـران
  .باشد مي اي چندجمله

  ها توان

n,m,aاگر  0 هر سه عدد حقيقي باشند آنگاه داريم :  
0

1

1

m n mn

m n n m

m n m n

1) a 1
2) a a

1
3) a

a
4) (a ) a
5) (a ) (a )
6) a a a














  

b
b n

nn

n
7) n o(a ) lim 0 ; n,a 1,b R

a
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  هرازاي  بهكه  آنجايياز  :نكته a 1 داريم b nn o(a ) يكبزرگتر از  توان نتيجه گرفت كه هر تابع نمايي با يك پايه اكيداً مي 
  .باشد مي اي چندجملهتر از هر تابع  رشدي سريعداراي 
 عدد نپر :كتهن e قضاياي مربوط به عدد نپر : نپربراي لگاريتم اي  هپايe باشند  زير ميصورت  به:   

2 3 i
x

i 0

x

x 2

x 2

n x

n

x x x
1) e 1 x ...

2! 3! i!

2) x R : e 1 x

3) if x 1 1 x e 1 x x

4) if x 1 e 1 x (x )

x
5) x R : Lim(1 ) e

n







     

   

      

     

   



  

  اگر  :نكتهa  وb  وc كند ها صدق مي آنگاه خواص زير براي لگاريتم ،اعداد حقيقي و مثبت باشند:   
blog a1) a b 

c c c2) log (ab) log a log b  

c
b

c

log a
3) log a

log b
 

b b

1
4) log ( ) log a

a
  

b blog c log a5) a c 

b
a

1
6) log a

log b
  

  هر ثابت براي: هنكت a 0 و هرb دلخواه داريم: b alog n o(n )  
 اگر : تستT(n)=log(n!) آنگاه:  

1 (T(n)=O(n log n)    2 (   T n n log n   
3 (   T n n log n     4 (   2T n n log n   

 3«گزينه : حل«  
  :باشد ميزير صورت  به تقريب استرلينگ يك حد قوي براي فاكتوريل :لروش او

nann
n! 2 n ( ) e

e
      n

1 1
a

12n 1 12n
 


 

n
n n

n

n
log(n!) log( ) log n loge n log n n loge (n log n)

e
     

  .باشد ميهاي پايين و بالا  يافتن كران ،راه ديگر: روش دوم

n n

i 1 i 1

1n n
2

ni 1 i 1
2

log(n!) log(n *(n 1) *(n 2) *....2*1) log n log(n 1) log(n 2) ...log(2) log(1)

logi log n n log n O(n log n)

n n n n n n n n
logi log( 1) log( 1) log( ) log( n )(for 4 n) log(n ) log(n)

2 2 2 2 2 2 2 4

log(

 

  

         

   

        



 

 

n!) (n log n)

log(n!) (n log n)
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  اگر  :تست
log n

i

i 1

T(n) i2


  آنگاه؛:  
1 (   T n O n log n   2 (   T n n log n    

3 (   T n n log n    4 (   2T n q n log n  

3«گزينه : حل«  
  :  دانيم كه مي :روش اول

n
i n 1

i 1

i2 (n 1)2 2



   

  :بنابراين
log n

i log n 1 log n 1

i 1

log n
i

i 1

i2 (log n 1)2 2 (log n 1)2 * 2 2 2(log n 1)n 2 2(n log n n 1)

i2 (n log n)







           

  




   

  .باشد ميهاي پايين و بالا  يافتن كران ،راه ديگر: روش دوم
log n log n log n log n

i i i log n 1 log n i

i 1 i 1 i 1 i 1

i2 log n2 log n 2 log n(2 2) log n(2* 2 2) log n(2n 2) i2 O(n log n)

   

            
 

log n
log n log n log n log n log n 2

i i i i i i

log n log n log ni 1 i 0 i 0i 1 i 1 i 1
2 2 2

log
1log n 1 2

log n log
1log n 1 log n2

log n log n log n log n
i2 ( 1)2 ( )2 ( ) 2 ( )( 2 2 )

2 2 2 2

log n
( )(2 1 2 1 )

2

log n log n
( )(2 2 ) ( )(2* 2 2* 2

2 2

       





     

 
    

 

  

     

n log n
log n2 2

log n
i

i 1

) log n(2 2 ) log n(n n ) (n log n)

i2 (n log n)


     

  

  

  اگر  :تست
n

i 1

1
T(n)

i

 آنگاه؛:  
1 (T(n)=O(log n)    2 (   T n log n   
3 (   T n log n     4 (   2T n log n   

3«گزينه : حل«  
  :دانيم كه مي  :روش اول

1 1 1
1 ... ln n

2 3 n
     

  :داريم بنابراين
n

i 1

1
T(n) ln n T(n) (ln n) (log n)

i

        

  :شود ميزير محدود صورت  به F(i)براي تابع نزولي يكنواخت : روش دوم
n 1 nn

i mm m 1

f (x)dx f (k) f (x)dx
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  :از طرفي
n 1 nn n n

i 1 i 1 i 21 1

1 dx 1 1 dx
ln(n 1) ln1 ln(n 1) , 1 1 1 ln(n)

i x i i x



  

                
n

i 1

1
(ln n) (log n)

i

     

  اگر  :تست
n

k

i 1

T(n) log i


 آنگاه:  
1 (kT(n) (n log n)     2 (T(n) (n log (k n))    
3 (kT(n) (log n)     4 (kT(n) (n )   
 1«گزينه : حل«  
  :دانيم كه مي

m k
k k i i

i 01

k!
log (x)dx mlog (m) ( 1)

(k i)!




 
  

  :داريمقبل  مطلب تستعكس بنابر پس  ؛تابع صعودي و يكنواخت است logk(i)نجا كه از آ
n 1n k

k k k i i k

i 1 i 01

k!
log i log (x)dx (n 1) log (n 1) ( 1) O(n log (n))

(k i)!




 

     
   

nn n k
k k k k k i i k

i 1 i 2 i 01

k!
log i log 1 log i log i (n)log (n) ( 1) (n log (n))

(k i)!


  

      
    

  :بنابراين داريم
n

k k

i 1

T(n) log i (n log n)


    

  1اگر : مثال 1f (n) O(g (n)) 2و 2f (n) O(g (n))  ييدزير را بررسي نما هنادرستي رابط درستي ياآنگاه.  
2 2f (n) g (n)

1 1f (n) O(g (n) )  
مثال نقض داريمعنوان  به .ابطه فوق نادرست استر: حل:  

1 2 1 2g (n) 0.5 , g (n) n , f (n) 2 , f (n) n        
  :داريم صورت ايندر 

n n2 O((0.5) )  
 ييدزير را بررسي نما گزارهدرستي يا نادرستي : مثال.  
fاز روابط  ييك gو  fدو تابع دلخواه هر ازاي  به " (n) (g(n)) or f (n) O(g(n)) or f (n) (g(n))         برقرار است."  
 مثال نقض داريمعنوان  به .فوق نادرست است گزاره: حل:  

 f n n     و  1 sin ng n n   

  يديتوابع زير را برحسب رشد مرتب نما: مثال. 
 

n2 ne n! 2n  log n( 2)  
log log nn n 

1

log nn log(n!)  3n  
n log n  log n(log n)  log n3 ln ln n  ln n  

2log n2 log n2 nn2 2 n(2 )  (log n)!  
n3

( )
2

  log n4  (n 1)!  log n 2 n 1(2 )   
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 حل:  
 نكته: c a

b blog loga c در نتيجه:  

1

2

log n log log n

log n 2 log n

1 log 2 1 1
log 2 log nlog n log n log n log n

1 1
log 2log n log 2 log 2 2 2

(log n) n

4 n , 2 n

n n (n ) (2 ) 2

( 2) n n n n n



 

   

    

 

n ne (2.71)  
1

log nlog n 2
1 1

log( 2) log(2 ) log n *log 2 log n
2 2

    
2log nlog 2 2log n  

1
log n 2log n

2
   

2log nlog n( 2) (2 ) 
                    

  
2 2log log n log(log n) 2log(log n)   

2log nlog 2 2log n  
2log n 2log n2 22 log n log 2 log log n    
2log n (2log(log n))   

2log n 2log(log n) 2log 2 22 (2 ) ((log n) ) (log n)       

n

n

n
n! ( )

e

                    

 
  

ln n ln n

ln n

(ln n) ln n
(ln n)! ( ) ( )

e n
     

  :باشد ميزير صورت  بهشده  توابع دادهيب تتر توضيحات فوقبا توجه به 
  

2 n 1 2 n n n n n log logn logn 3 logn3
(2 ) (2 ) (n 1)! n! e n2 2 ( ) n (logn) log(n!) n 4

2
               

1
2lognlogn log n logn log nlog(n!) n logn 3 2 n ( 2) n 2 lnn logn ln lnn n             

  
 تابعنمادهاي مجانبي  :نكته (n! 1 2 ... n)n!       :باشند زير ميصورت  به 

n

n

1) n! o(n )

2) n! (2 )

3) lg n! (n lg n)



 
 

  

nn  :فرمول استرلينگ 1
4) n! 2 n ( ) (1 ( ))

e n
     

nn
n

n 1 1
5) n! 2 n ( ) e ,

e 12n 1 12n
    


  

 اگر :نكته f (n) و g(n)  توابع  آنگاه ؛يكنواي صعودي باشندتوابعf (n) g(n) و f (g(n)) نيز چنين هستند.  
  اگر :نكتهf (n) وg(n)  تابع آنگاه ؛يكنواي صعودي و غيرمنفي باشندتوابع f (n).g(n)  باشد مينيز يكنواي صعودي.  
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  بندي سيگما  هاي نماد جمع  ويژگي

k k k k1) (ca b ) c a b      

2) (f (k)) ( f (k))     

n
2

k 1

n
3) k (1 n) (n )

2

     

n
2 3

k 0

n(n 1)(2n 1)
4) k (n )

6

 
    

2 2n
3 4

k 0

n (n 1)
5) k (n )

4


    

n 1n
k

k 0

x 1
6) x (Geometric Series)

x 1








        

k

k 0

1
7) if x 1 x

1 x





  
  

 
n

n
k 1

1 1 1
8) H 1 ... ln n o(1) Harmonic Series

2 n k

           

 k
2

k 0

x
9) if x 1 kx Integration & Differentiating Series

(1 x)





  
   

n

k k 1 n 0
k 1

10) (a a ) a a (Telescoping Series)


       

n 1

k k 1 0 n
k 0

11) (a a ) a a (Telescoping Series)





       

n 1 n 1

k 1 k 1

1 1 1 1
12) ( ) 1

k(k 1) k k 1 n

 

 

   
    

  صحيح است؟هاي زير  ينهازگز يك كدام :تست  
1(f (n) g(n) O(min(f (n),g(n))   2(2f (n) O((f (n) )  
3(f (n) O(f (n)) O((f (n))   4 (كدام هيچ  
 3«گزينه : حل«  

مثال نقض عنوان  به. نادرست است 1گزينه  f n nو   2g n nگيريدرا درنظر ب.  
ثال نقض معنوان  به .نادرست است 2گزينه  f n 1 / n را درنظر بگيريد.  
  :زيرا. صحيح است 3گزينه 

g(n) O(f (n)) 0 g(n) cf (n)     

                    

f (n) f (n) g(n) (c 1)f (n)

f (n) f (n) O(f (n)) (c 1)f (n)

f (n) O(f (n)) f (n)

    
    
  

 

  فرض كنيد  :مثالfi(n) براي هر  كه طوري بهاز توابع باشد اي  هالبدنi داشته باشيم :fi(n)=O(n) .اگر
n

i
i 1

g(n) f (n)


 ،
2g(n)آيا  O(n )است يا خير؟  
 فرض كنيد  مثال نقضعنوان  به. خير :حلif (n) i *nصورت بديهي است كه براي هر ، در اين i داريم: O(n)= fi(n) اما:  

n n
3

i 1 i 1

n(n 1)
g(n) i * n n i n( ) O(n )

2 
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 مثال تابع بازگشتي زير را درنظر بگيريدعنوان  به .باشند بازگشتي، توابعي بازگشتي ميهاي  معادلات زماني الگوريتم :نكته:   
  

int P(int *A, int n){ 
   if (n<0) 
        return 0 
   else 
        return (A[n]+P(A,n - 1)); 
} 

   :باشد ميزير صورت  به nبرحسب  رويه اين T(n) مرتبه زماني
o(1) n 0

T(n)
T(n 1) o(1)

    
   

 

T(n)بنابراين  (n) .  
  بسيار مهم نكته:  

n

n

n

f (n)
1) Lim a R f (n) (g(n))

g(n)

f (n)
2) Lim 0 f (n) O(g(n))

g(n)

f (n)
3) Lim f (n) (g(n))

g(n)









    

  

  

  

f ممكـن اسـت  يعنـي   ،باشد ميكه عكس اين قضيه صحيح ناما توجه داشته باشيد  (n) O(g(n))      باشـد بـدون اينكـه حـد
موردنظر 

n
(lim f (n) / g(n))


  .موجود باشد

  .استفاده كرديتال پقاعده هواز توان   آوردن حد توابع ميدست  بهبراي 
  مثال: log n O( n )  ، داريمزيرا:   

hop
2

1n n
2

1
log n nLim Lim

1n
n

2

  
  

  

nاما  O(log n)  ،يرا عكس اين حد وجود نداردز.  

  سازي حبابي تحليل الگوريتم مرتب

آرايه نامرتب  :ورودي A 1...n .  
 .صعوديصورت  بهشده  اين آرايه مرتب: خروجي

 

   

 
   

Algorithm Bubble Sort A,n

1  for     i 1    to   n 1   do

2          for    j n   down to  i 1  do

3           if    A j 1 A j   then

            {

4                   temp A j 1

5                   A j 1 A j

6    

 
 

 

 

 

   

                A j temp

              } 

          }

}
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ايـن مسـاله عمـلا زمـاني اتفـاق      . اشدهمواره درست ب 3افتد كه فرمان خط  بدترين حالت زماني اتفاق مي: بررسي بدترين حالت
افتد كه خود آرايه  مي A 1...n صورت داريم نزولي مرتب شده باشد، دراينصورت  به:  

   
   
   
   
   

   

1 n 1

2 n 1 n 2 ... 2 1

3 n 1 n 2 ... 2 1

4 n 1 n 2 ... 2 1

5 n 1 n 2 ... 2 1

6 n 1 n 2 ... 2 1

n n 1
t n n 1 5

2


     
     
     
     
     


   

 شــماره دســتورالعمل تعداد دفعــات اجــرا

 جمع

  

بنابراين    2t n O n.  
افتـد كـه    اجرا نشود و اين زماني اتفـاق مـي   وقت هيچ 3 خط دستورافتد كه  ترين حالت زماني اتفاق ميهب: حالت بهترينبررسي 

  :ت داريمحال اينصعودي مرتب شده باشد، در صورت  بهخود آرايه 

   
   

     2

1 n 1

2 n 1 n 2 ... 2 1

3 n 1 n 2 ... 2 1

4 0

5 0

6 0

n n 1
t n n 1 2 n

2


     
     


    

 شــماره دســتورالعمل تعداد دفعــات اجــرا

 جمع

  

شود كه  لذا نتيجه مي   2t n n .  

  درجيسازي  تحليل الگوريتم مرتب

آرايه نامرتب  :ورودي A 1...n .  
  .صعوديصورت  بهشده  اين آرايه مرتب: خروجي

Algorithm Insertion sort (A,n) 
              A[0]    / براي سهولت   / 

              for     j 2    to    n  do 
  { 
                       ItemA[j]  ,  i  j  1 

                       While   
*

item A i do  

           { 
                             A[i+1]A[i]    ,   i  i  1 

          } 
                    A[i+1] item 
 } 

  .كنيم را حساب مي اي براي سهولت در تحليل اين الگوريتم، فقط تعداد دفعات اجراي دستورالعمل مقايسه
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و اين مساله عملا زماني اتفاق  درست باشد هافتد كه دستور شرطي هموار بدترين حالت زماني اتفاق مي: بررسي بدترين حالت
افتد كه آرايه  مي A 1...n نزولي مرتب شده باشدت صور به.  

     2

j

1 2

2 3

n n

n n 7
t n 2 3 ... n 1 O n

2


      

ــات اجــراي دســتورالعمل ــداد دفع ــارامتر تع ــدار پ  مق

 جمع

 
 
   

  
  )صعودي مرتب شده باشدصورت  بهآرايه (تد كه حلقه داخلي هيچ وقت اجرا نشود اف بهترين حالت زماني اتفاق مي: بررسي بهترين حالت

   

j

2 1

3 1

1

n n

t n 1 1 ... 1 n 1 n       





ــات اجــراي دســتورالعمل  ــداد دفع ــارامتر تع ــدار پ  مق

 جمع

  

  
سـازي درجـي    الگوريتم مرتـب شود كه ميانگين زمان اجراي  با توجه به مطالب فوق نتيجه مي O n ، O n log n   يـا 2O n 

شود برابر  است كه اثبات مي 2n است. 

  بازگشتيهاي  الگوريتم

  .نامند ميگوريتم را بازگشتي ال ،خود را فراخواني نمايد ،كلي اگر يك الگوريتم در بدنه خودطور به

  هانوي هاي برج

  :باشد ميزير صورت  بهبرنامه بازگشتي برج هانوي 
Procedure Hanoi (n,A,B,C) 
Begin 
 If n  1 then write ("move", A, "to", C); 
 Else Begin 
   Hanoi(n  1,A,C,B); 
   write ("move", A, "to", C); 
   Hanoi(n  1,B,A,C) 
  End; 
End; 
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هر بـار  با اين شرط كه در  .منتقل كنيم Cبه ميله  B هكمك ميله ب Aديسك را از ميله  nبرج هانوي هدف اين است كه  همسألدر 
  .تر قرار گيرد ديسك كوچكتواند روي  نميبزرگتر و ديسك نمود قل تتوان يك ديسك را من تنها مي

  .زير منتقل كردصورت  به Cبه ميله  Aدو مهره را از ميله توان  مي hanoi(2,A,B,C)مثال با فراخواني عنوان  به
از . ر آن قسمت را اجـرا كنـيم  شود و بايستي سه دستو مي Elseبرنامه وارد قسمت اجراي است  2برابر  nبا توجه به آنكه مقدار 

زيـر وارد  صـورت   بهبنابراين دو دستور بعد از آن  ،كند ميبازگشتي رويه را فراخواني صورت  به Hanoi(1,A,C,B)ر دستوكه  آنجايي
  . شود ميپشته سيستم 

  
  
  
  
  
  

  
حال بـه سـراغ پشـته    . شود ميچاپ  move A to Bباشد عبارت  ميبرابر يك  nكه  آنجايياز  Hanoi(1,A,C,B)با اجراي دستور 

. باشـد  مـي  move A to Cشود كه حاصل آن نوشته شدن عبـارت  مياجرا  ;write ("move", A, "to", C)ستوررويم و د ميسيستم 
باشد بـا   ميبرابر يك  nمقدار كه  آنجايياز  .كنيم ميرا اجرا  Hanoi(n-1,B,A,C)رويم و دستور  ميحال مجددا به سراغ پشته سيستم 

  .ودش ميچاپ  move B to Cاجرا شدن اين دستور عبارت 
  
 
 
  
  
  

  :شوند ميزير چاپ  هاي عبارتترتيب  بهبنابراين 
move A to B 

 
 
 
  
  

move A to C 
 
 
 
  
  

move B to C 
 
 
  

  
  
  

B CA 

CA B

A CB

A B C

Hanoi(n-1,B,A,C)

write ("move", A, "to", C); 
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  )CALL( مراحل فراخواني يك زيربرنامه

  :شود مي، مراحل زير انجام برنامه زيردر هر فراخواني يك 
  .(stack)پشته  فظهانتقال متغيرهاي محلي، پارامترها و آدرس بازگشت داخل حا) 1

  .باشد مي CALLآدرس اولين دستور بعد از  (return address)منظور از آدرس بازگشت 
كنترل اجراي يـك  كه  هنگامياند و  تغيرهايي هستند كه داخل يك بلوك خاص تعريف شدهم (local variables) متغيرهاي محلي

  .دياب تخصيص مي به آنهاحافظه  ،برنامه وارد يك بلوك گرديد
پارامترها همان مقاديري . يابد به يك برنامه يا رويه بازگشتي اختصاص مي (stack segment)پشته  از محل سگمنت stack حافظه

  .گيرد هاي رويه قرار مي آرگماناست كه در 
  .گيرند  يمقرار پشته  داخل.. .و Flags علاوه بر مقادير ذكرشده در بالا برخي مقادير سيستمي مانند ثبات CALL در هر
  .گيرد قرار مي stack حاوي مقادير ذكرشده در بالا در stack-frameاي يا  پشتهيك قاب  CALL در هر

 بـه ايـن مرحلـه   هـا،   مانومقادير پارامترها به داخل آرگبه نظير نظير انتقال  ،(parameter substituation)جانشيني پارامترها ) 2
  .گويند parameter passing اصطلاحاً

  شده  رجوع به آدرس رويه فراخوانده )3
  
  

  
  

   Returnعملكرد دستور 

وجـود داشـته باشـد كـه ايـن       (caller)به منظور بازگشت از رويه به برنامه فراخواننـده   return در هر رويه بايد يك يا چند دستور
  :شود كه دستور باعث مي

  .شوند بازيابي stack از غيره مقادير پارامترها و متغيرهاي محلي و) 1
  .انجام شود (return address) رجوع به آدرس بازگشت) 2

  )ree)Tall Cecursive Rبازگشتي  هاي فراخوانيدرخت 

  .توان عملكرد يك رويه بازگشتي را بررسي كرد باشد مي مي CALL يك دهنده نشانتوسط اين درخت كه هر رأس آن 
اگر در يك رويه تعـداد   باشد، يعني اينكه مثلاً CALL هاي بازگشت در هر تعداد آدرس دهنده نشانتواند  ه ميتعداد فرزندان هر گر

  .دويي خواهد بودبازگشتي يك درخت دو هاي فراخوانيآنگاه درخت  هاي بازگشتي در هر مرحله دو تا باشد، فراخواني
  فراخواني را براي  درخت: مثالHanoi(2,A,B,C) رسم كنيد. 

 باشد ميزير صورت  بهدرخت بازگشت  :حل:   
  
  
  
  
  
  
 
 

Hanoi(2,A,B,C)

Hanoi(1,A,C,B Hanoi(1,B,A,C)write ("move", A, "to", C);  

write ("move", A, "to", B); write ("move", B,"to",C);

1

2

3
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   زماني الگوريتم هانويتحليل 

n با مقدار  دو بار خود را nاندازه ورودي ازاي  بهدر الگوريتم هانوي كه  آنجايياز  1و يـك   كنـد  مـي فراخـواني   بازگشـتي صورت  به
   :زير نوشت تابع بازگشتيصورت  بهتوان پيچيدگي زماني آن را  ميدهد،  ميجابجايي انجام 

(1) n 1
T(n)

2T(n 1) (1) n 1

 
     

  

n اگر 1 (1)مرتبه  آنگاه زمان الگوريتم مقداري ثابت و از است اما اگر n 1  بازگشـتي بـا   فراخوانيآنگاه الگوريتم داراي دو n 1 
T(n باشد، كه زمان هر كدام يم 1) (1) باشند و زمان ثابت مي براي مقايسه n  و عمل 1با Move و عمل return دشو صرف مي.  

  بازگشتي برج هانويالگوريتم غير

ال مراحـل زيـر را تـا    ح .گيريم ميدر نظر  ساعتگردپادصورت  غيراينو در  گردساعتزوج باشد جهت حركت را ) تعداد ديسك( nاگر 
 .كنيم ميدر ميله مقصد قرار بگيرد تكرار ها  ديسك همهكه  هنگامي

  را به ميله بعدي در جهت حركت منتقل كنيد ديسككوچكترين.   
  هيدنباشد انجام بد ديسكدر صورت امكان تنها حركتي را كه شامل كوچكترين.  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
 

 براي اثبات داريم. باشد ميهاي روش بازگشتي  ين الگوريتم برابر تعداد جابجاييتعداد جابجايي ا :نكته:  
n :پايه استقرا 1:  شود مييك حركت انجام  باروشن است و اين كار.  
nبراي  :فرض استقرا 1 يعني . دكن ميدرست كار  ديسكn 1 12مستقل و بـا  صورت  به ديسك 1n-    بـه   1حركـت از ميلـه

nبراي( ساعتگردميله بعدي در جهت  1 براي( ساعتگرديا پاد) زوجn 1 كند ميله منتقل أمطابق مقررات مس درستي و به) فرد.  
12اين الگوريتم مطابق فرض استقرا پس از . زوج است nفرض كنيد  :راقگام است 1n- حركتn 1 را به ميله  لهبالاي مي ديسك

در  ديسـك نقشي ندارد و در انتها ايـن   ديسكترين  بزرگها  در اين حركت. كند ميمنتقل ) 2يعني ميله ( ساعتگردبعدي در جهت 
بـريم سـپس در    مـي  3به ميلـه   1را از ميله  ديسكدهيم كه بزرگترين  ميسپس تنها حركت ممكن را انجام . ماند ميباقي  1ميله 

nركت ح .دهد مياستقرايي انجام صورت  بهاست كاري كه الگوريتم  ساعتگردجهت حركت كه  1 بـه   2موجـود در ميلـه    ديسـك
n-12است و اين كار با فرض استقرا پس از ) 3ميله (ميله بعدي  1 مشابه اين استدلال براي . شود ميدرستي انجام  حركت ديگر به
n-1جمع كل . برقرار است ماعداد فرد ه n-12 1 1 2(2 1)     ها بهينـه اسـت   همسألها زير  اگر طبق استقرا تعداد حركت .است .

  .هاي اين الگوريتم بهينه است پس تعداد كل حركت

A

C

B 
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  هاي حل روابط بازگشتي شرو

  روش درخت بازگشت )1

 :مراحل درخت بازگشت عبارتند از
  ساخت درخت بازگشت -1
 حسب اندازه وروديتعيين ارتفاع درخت بازگشت بر -2

 درخت بازگشت تعيين هزينه هر سطح از -3

 هاي تمامي سطوح محاسبه مجموع هزينه -4

 .آمده در گام قبلدست  بهبه هزينه )  O(1)هر كدام با هزينه (ها  اضافه كردن تعداد برگ -5

  باشد و براي محاسـبه دقيـق آن از    ميشود دقيق ن ميدر اكثر مواقع مقدار محاسباتي كه به كمك درخت بازگشتي حاصل  :نكته
  .شود مييا روش جايگزيني استفاده  استقراي قوي رياضي

  آورد ولي اگر درخت بازگشتي كامـل نباشـد فقـط    دست  بهتوان متوسط زمان اجرا را  مي ،درخت بازگشتي كامل باشد اگر :نكته
  .را محاسبه نموديا امگا  big-Oتوان  مي
  كدام است؟مرتبه زماني تابع زير : تست  

c n 1
T(n) n

2T( ) cn n 1
2

                
 

 

   

1 (T(n) (n log n)   2 (2T(n) (n )   3 (T(n) (log n)   4 (T(n) (n)   
  

 1«گزينه : حل«  
  :باشد ميزير صورت  بهدرخت فراخواني بازگشتي 

  

                  

cn cn

n n
c c cn

2 2
n n n n

c c c c cn
4 4 4 4

...

...c c ... c cn
(log n 1)cn

   

  :بنابراين داريم
     T n log n 1 cn cn log n cn O n log n        

  مرتبه زماني رابطه بازگشتي زير كدام است؟: تست  

2

1 n 1

T(n) n
3T( ) n n 1

4

                   
        

  

  

1 (T(n) (n log n)   2 (2T(n) (n )   3 (T(n) (log n)   4 (T(n) (n)   

logn+1 
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 2«گزينه : حل«  
  :نويسيم ميزير صورت  به را بالا و پايين در حل معادلات بازگشتي قابل توجه نيستند، بنابراين رابطه بازگشتيكران  معمولاً

2

1 n 1
T(n) n

3T( ) n n 1
4

                
 

 

  

  :باشد ميزير صورت  بهدرخت فراخواني بازگشتي 

n
4

2 2

2

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

log

n n

3
nn n n

16( ) ( ) ( )
4 4 4

n n n n n n n n n 3
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) n
16 16 16 16 16 16 16 16 16 16

T(1) T(1) ...... ...... ..... ...... ...... ..... T(1) T(1) 3 T(1)

  

  
  :با توجه به درخت فراخواني فوق داريم

4
4

4 4

log n
log n 1

log n log 32 i 2 2 2

i 1

3
( ) 13 16T(n) n ( ) n 3 T(1) n 1 n n

316 1
16





  
       

 
 

  

  

nكند، داريم مينهايت ميل  سمت بي به nمقدار كه  هنگامي
4log3

( ) 0
16

 بنابراين:  

4 4log 3 log 32 2 2 2 0.79 21 1 13
T(n) n 1 n n n n n n O(n )

3 3 161 1
16 16

   
   

           
    
   

  

  
 براي الگوريتم  :مثالHanoi  آوريددست  بهمرتبه زماني را درخت فراخواني بازگشتي، با استفاده از.   
 كنيم ميزير رسم صورت  بهي را ابتدا درخت فراخواني بازگشت: حل:  

  

41 log n 
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   :با توجه به اين درخت داريم
n 1

i n n

i 0

T(n) 2 2 1 T(n) 2 1




       تعداد انتقالات  

  .كند بازگشتي را مشخص مي فراخوانيهر گره در اين درخت، يك . گره داريم i2 ،ام iهاي بازگشتي بالا، در سطح  فراخوانيدر درخت 
n(2 كه زمان اجراي الگوريتمبديهي است  ) نيزپشته فراخواني بازگشتي  خواهد بود و عمق (n) باشد مي.  

  روش معادلات بازگشتي كلاسيك  )2
T(n) اين روش معادله بازگشتيخواهيم با   براي مثال مي 2T(n 1) 1   با شرايط اوليه T(1) 1  وT(2) 3،    ابتـدا معادلـه

  .آوريم  ميدست  بههاي آن را   ريشهسپس و آورده دست  بهزير صورت  بهمشخصه را 
1 2 1

n n
1 2 1 2 2

1 T(1) 2c c c 1(x 2)(x 1) 0

T(n) c 2 c 1 3 T(2) 4c c c 1

         
         

  

nT(n) :بنابراين 2 1   
  برج هانوي را با سه ميله همسأل :تست A، B وC از توان مسـتقيماً  اي را نمي در اينجا هيچ حلقه. گيريم مي نظردر A 
  .شوند انجام مي C هايي تنها به كمك ميله منتقل كرد، يعني چنين انتقال A به Bيا از  B به

باشـد،   Bبه  A ه ازحلق n حداقل تعداد عمليات لازم براي انتقال T(n) داشته باشيم و A حلقه در ميله nاگر در ابتدا 
T(1))شود؟  مي با كدام رابطه مشخص T(n) آنگاه 2)   ) 81مهندسي كامپيوتر سراسري(  

1( T(n) 6T(n 1) 3      2( T(n) 3T(n 1) 2    
3( T(n) T(n 1) T(n 2) 1      4( T(n) T(n 1) T(n 2) 2      
 2«گزينه  :حل«  

  :طبق شرايط گفته شده، بايد مراحل زير را طي كنيم Bبه  Aمهره از  nبراي انتقال 
 n 1  بازگشتي از صورت  بهمهره راA  بهB  كنيم ميمنتقل. 
  مهرهn  ام را ازA  بهC  كنيم ميمنتقل. 
 n 1  ازگشتي از بصورت  بهمهره راB  بهA  كنيم ميمنتقل. 
  مهرهn  ام را ازC  بهB  كنيم ميمنتقل. 
 n 1 بازگشتي از صورت  بهمهره راA  بهB  كنيم ميمنتقل. 

  :بنابراين داريم
     T n T n 1 1 T n 1 1 T(n 1)        

  فرض كنيد دو الگوريتم :نكته A و B  بازگشتي زماني آنها با يكديگر برابر است اما يكي ادله دهند و مع مي انجامرا عمل يكساني
الگوريتم بازگشـتي  زيرا شود  مي تر از الگوريتم بازگشتي اجرا الگوريتم غير بازگشتي سريع صورت ايندر و ديگري غيربازگشتي است، 

  .پذيرد مي انجام stack بار زماني ناشي از عمليات رويسردر هر فراخواني بازگشتي يك 
  را به غيربازگشتي تبديل نماييمآن روي ماشين،  ي الگوريتماجرابراي بهتر است كه  با توجه به نكته بالا معمولاً :نكته.  
  ناچي اعداد فيبو :تست(Fibonacci numbers) شود و تابع بازگشتي زير نيـز   مي توسط دنباله بازگشتي زير تعريف

1 .دهد مي ام دنباله فيبوناچي را ارائهnجمله  i i 1 i 2(F ,F 1,F F F ,i 2)        
  

  

  
  :معادله زماني اين الگوريتم عبارتست از

1( T(n) 2T(n 1) (1)     2( T(n) T(n 1) T(n 2) (1)       
3( T(n) 2T(n 2) (1)     4( كدام هيچ  
 2«گزينه  :حل«   

nT(n)ت صور بهمرتبه زماني آن  و ه استاين الگوريتم به روش بالا به پايين نوشته شد O(2 ) باشد مي .  





int Fibo (int n)

if (n 1)

return n;

else return (Fibo(n 1) Fibo(n 2));
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  با توجه به اينكه جمله  :نكتهn ه ام دنباله فيبوناچي از رابط
n n

n

ˆ
F

5

  
 آيد و همچنين  ميدست  بهn 1 1

ˆ / 5
25

  بنابراين 

nF با روند كردن n / 5 آيد ميدست  بهدد صحيح عه نزديكترين ب.  
  گزينه صحيح را انتخاب كنيد. استارائه شده براي محاسبه سري فيبوناچي زير  هبرنام :تست. 

  )80سراسري  مهندسي كامپيوتر(
  
  
  
  
  
  .پويا و مرتبه آن خطي استريزي  برنامهالگوريتم اين برنامه از رده  )1
  .و حل و مرتبه آن خطي است الگوريتم اين برنامه از رده تقسيم) 2
  .ريزي پويا و مرتبه آن بيش از خطي است برنامهالگوريتم اين برنامه از رده  )3
  .الگوريتم اين برنامه از رده تقسيم و حل و مرتبه آن بيش از خطي است )4
1«گزينه  :حل«   

است و اين كار سـبب بهبـود بسـيار زيـاد در زمـان      پايين به بالا طراحي شده صورت  بهكنيد اين الگوريتم   ملاحظه مي طوركه همان
  . الگوريتم شده است

  مرتبه زماني يك الگوريتم با رابطه بازگشـتي  :تست 
n

T( )n 2T(n) T( )
n2 T( ) 1
2

 


مرتبـه زمـاني   . بيـان شـده اسـت    

  )81سراسري مهندسي كامپيوتر (    الگوريتم كدام است؟
1( nO(2 )  2( nO(3 )  3( 2log 3O(n )  4( 

3

2O(n )  
 
3«گزينه  :حل«   

 n/2بازگشـتي بـا مقـدار    صـورت   بهخود را سه بار  nشده معلوم است كه الگوريتم با هر مقدار  با توجه به رابطه زماني بازگشتي داده
2logو عمق درخت برابر  3ي، فاكتور شاخه برابر كند، بنابراين در درخت فراخوان ميفراخواني  n بنابراين داريم. باشد مي:  

2 2log n log 3T(n) 3 n   
  روش جايگذاري براي حل معادلات بازگشتي )3

  :اين روش داراي دو مرحله است
  حدس و گمان در مورد فرم جواب  )1
  .صحيح استدادن اينكه جواب  ها و نشان ا كردن ثابتاستفاده از استقراي رياضي جهت پيد )2

  معادله بازگشتي  :مثالn
T(n) 2T( n)

2
    

T(n) :دهيدنشان  ،را در نظر بگيريد  O(n log n).   

 براي اين كار بايد نشان دهيم كه رابطه : حلT(n) cn log n(*) برخي مقادير مناسب ازاي  بهc 0   ابتـدا بـا   . برقـرار اسـت

n از جمله(  n فرض اينكه براي تمام مقادير كوچكتر از

2
 
  

  :داريمكنند   صدق مي* رابطه در ، ) 

n n n
T( ) c log( )

2 2 2
               

  

  
  

Function fibo (n:integer):integer; 
Var f,f1,f2,I :integer; 
begin 
   f1:=1; 
   f2:=1; 
   for i:=1 to n do 
           begin 
           f:= f1+ f2; 
           f1:= f2; 
           f2:=f; 
        end; 
   fibo:=f; 
end; 
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  :وريمآ ميدست  بهزير صورت  بهرابطه را  T(n) حال براي
n n n

T(n) 2T( ) n 2c log( ) n
2 2 2

n
cn log ( ) n cn log n cn log 2 n

2
cn log n cn n clog n n(c 1)

                  

    

     

  

c بديهي است كه اگر 1 باشد آنگاه n(c 1) اي مثبت است بنابراين بديهي است  جمله  
T(n) cn log n n(c 1) cn log n as c 1

T(n) cn log n as c 1

    
  

  

  تواند  مي روش درخت بازگشتي و قيت داردنيست بلكه نياز به تجربه و خلاساده پيدا كردن يك حدس اوليه خوب چندان  :نكته
  .براي ايجاد يك حدس اوليه خوب استفاده شود

  كـار   اسـتقرا توان با   ها با وجود اينكه حدس و گمان براي جواب صحيح است اما نمي وجود برخي ثابت دليل بهبرخي اوقات : نكته
توان يك جمله از مرتبه پـايين را از   ميصورت  ايندر  .ي قوي نيستها كرانحد كافي براي اثبات جزئيات ه ب استقرارا ادامه داد زيرا 

  .حدس جواب كسر نمود

  معادله :مثال n n
T(n) T( ) T( ) 1

2 2
           

   :صورت ايندر  .در نظر بگيريد O(n) را با حدس 

n n n n
T(n) T( ) T( ) 1 c c 1 cn 1

2 2 2 2

                            
  

T(n) بنابراين شرط cn صورت  بهدر اين مواقع بهتر است حدس را  .برقرار نيستT(n) cn b(b 0)   پـس   .نظر بگيريمدر

n  :داريم استقرابردن كار  بهبا  n
T(n) (c b) (c b) 1 cn 2b 1

2 2

               
  

b واضح است كه اگر 1 آنگاه جمله ؛انتخاب شود b 1  داريمده و درنتيجه منفي بو:  
T(n) cn b ( b 1) cn b T(n) cn b as b 1            

  مرتبه زماني رابطه بازگشتي زير كدام است؟: تست  
1 n 1

T(n) n 2n
T( ) T( ) O(n) n 1

3 3

                               
 

  

  

1 (T(n) (n log n)   2 (2T(n) (n )  3 (T(n) (log n)   4 (T(n) (n)   
1« گزينه: حل«  

  :كنيم ميزير رسم صورت  بهدرخت فراخواني بازگشتي را : روش اول
  

                                     

n n

n 2n
n

3 3

n 2n 2n 4n
n

9 9 9 9

    

 
 

3

2

1 log n 
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  :گيريم ميزير درنظر صورت  بهي دارد را كه تغييرات كمتراي  شاخه ،ارتفاعحداكثر آوردن دست  بهراي ب

n→
2

n
3

→ 24 2
n ( ) n

9 3
 → 32

( ) n
3

→….→1 

  :با توجه به رابطه فوق

 k k
3

2

2 3
( ) n 1 n ( ) k log n
3 2

      

  .باشد مي k+1و ارتفاع درخت برابر 
  . آورددست  بهرا حد بالا  تا بتوان كنيد درخت كامل است ميگيريد و فرض  ميرا در نظر  كه درخت كامل نيست حد بالامسائل در اين گونه 
n  :بنابراين داريم n

3 3

2 2

T(n) (log 1)n O(n log ) O(n log n)    

حدس  بايدباشد سپس  مي T(n)=O(nlogn)زنيم  ميدر ابتدا حدس  .توان از روش جايگزيني نيز استفاده نمود مي: روش دوم
  :خود را اثبات كنيم

 T n dn log n  
n 2n

T(n) T( ) T( ) n
3 3

    

n n 2n 2n n n 2n 2n 2n
T(n) d log d log n d log n d log3 d log n d log 2 d log3 n

3 3 3 3 3 3 3 3 3
2n

dn log n dn log3 d n dn log n n(1 0.66d 1.58d)
3

        

       
 

dبا فرض  2  1عبارت 0.66d 1.58d 0   . ضريب بنابراينn  را از نامساوي حذف نمود توان آن ميشود و  ميمنفي.  
 T n dn log n  

  . استفاده نمود big-Oاز تعريف بايد  dآوردن مقدار دقيق دست  بهبراي 

  براي حل معادلات بازگشتي  متغير روش تغيير) 4

  .با يك تغيير متغير مناسب معادله را به فرم مناسب تغيير دادشود   سعي ميدر اين روش 
  :به مثال زير توجه نماييد

T(n) 2T( n ) log n   
mبا قرار دادن log n  داريمmn 2 ر معادله بالا داريمدادن در و با قرا:  

m
m m m 2T(2 ) 2T( 2 ) m T(2 ) 2T(2 ) m      

mS(m) حال اگر قرار دهيد T(2 )  فرم نهايي معادله بالا به فرم زير خواهد بودصورت  آندر:  
m

S(m) 2S( ) m
2

   

S(m) توان ديد كه مي راحتي هب O(mlog m) نتيجه در ،)هاي قبلي طبق مثال(باشد  مي:  
T(n) O(log n log log n)  

  اگر  :مهم نكتهa 1  وc 0 آنگاه معادله بازگشتي   
T(n) T(n a) T(a) cn     

2T(n)داراي جواب  O(n ) باشد مي.  
  )دگشتي استفاده نموبازهاي  فراخوانيتوان از درخت  مي براي اثبات(
  معادلـه بازگشـتي   :مهم نكته T(n) T( n) T((1 )n) cn        0بـا شـرايط 1    وc 0    داراي جـوابي بـه فـرم 

T(n) O(n log n) 1 لگاريتم عبارتست از مبنايباشد كه  مي 1
min ,

1
 
 
  

.  
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n كار بردن روش درخت بازگشتي نشان دهيد كـه معادلـه بازگشـتي    با به مثالنوان ع به n
T(n) T( ) T(2 ) cn

3 3
     داراي حـد

T(n) پايين مجانبي (n log n)  باشد مي.  

  )Master theorem(قضيه اصلي ) 5

nرابطه بازگشتي زير را در نظر بگيريد كه در آن 

b
nهاي   تواند به فرم  مي 

b
 
  

nيا  

b
 
  

  .باشد 

   n
T n aT f n ,a 1 ,b 1

b
      

 
 

  :داريم صورت ايندر 

       b blog a log a1)if 0; f n O n T n n        

       b blog a log ak k 1
2 22)if f n n log n T n n log n        

          blog a n
3) if 0 ; f n n ,af cf n , c 1 , n 0 T n f n

b
             

 
   

  بردن قضيه كار  بهدر  :نكتهmaster كامل برقرار باشد مخصوصا در مورد سوم كـه ممكـن اسـت    طور بهايد دقت كرد كه شرايط ب
  .نمونه به آن اشاره خواهيم داشت اي گزينههاي چهار سؤالكامل برقرار نباشد كه در طور  بهبرخي اوقات همه شرايط 

  در معادله :نكته مهم n
T(n) aT( ) f (n)

b
 ، a 1 وb 1 چنانچه داشته باشيم:  

a
blog k

n
k 0

f (n) (n log )
 

   

  :آنگاه داريم
a
blog k 1

nT(n) (n log )   
  آورددست  بهرا  بهترين زمان اجراي آن ،كنيم ميزير تعريف صورت  بهتابع آكرمن را : مثال. 

jA(1, j) 2 j 1

A(i, j) A(i,1) A(i 1,2) i 2

A(i, j) A(i 1,A(i, j 1)) i, j 2

                           
               

  
   
    

  

 مقادير كوچك  تابع آكرمن را براي: حلi  وj كنيم ميمحاسبه زير صورت  به:  
 

j=4 j=3 j=2 j=1    
42  32 22 12  i=1 

22222  
2222 222 22  i=2  

2... 162... 22... 2

22



    

  

2... 162... 2

22



  

  

2... 16

22




  

222  i=3  

 
A(2,2)=A(1,A(2,1))=A(1, 22 )=

222  

A(2,3)=A(1,A(3,1))=A(1, 222 )=
2222  

A(2,4)=A(1,A(4,1))=A(1, 
2222 )=

22222  
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A(3,1)=A(2,2)= 
222  

A(3,2)=A(2,A(3,1))=A(2, 222 )=A(2,16)=

2... 16

22






 

A(3,3)=A(2,A(3,2))=A(2, 

2... 16

22






)=

2... 162... 2

22



  


 

A(3,4)=A(2,A(3,3))=A(2, 

2... 162... 2

22



  


)=

2... 162... 22... 2

22



    


 

 

A(4,1)=A(3,2)= 

2... 16

22






> 8010   
 

  A(n,n)<< (nn) يا  A(n,n)=Ω(nn)  :است و داريمتر ايد بد كردهاين تابع از تمام توابع كه تاكنون مشاهده 
  
  كدام است؟مرتبه زماني تابع بازگشتي زير  :تست  

2

1 n 0
T(n) 1 n(n 1)T(n 1)

n 0
n 1

                            
    

 

  

  
  

1 (log n
T(n) ( )

n
     2 (T(n) (n log n)   

3 (T(n) (log n)     4 (log n
T(n) ( )

n!
   

 1«گزينه : حل«  
2

2

1 n
n T(n) [ (n 1)T(n 1)]

n n 1
n T(n) g(n)

   



  

2

2

n 1
g(n) [ g(n 1)]

n 1 n
  


  

1
g(n) g(n 1)

n
    

1 1 1
g(n) 1 ... log n

2 3 n
       

log n
g(n) O( )

n
  

 --------------------------  

T(n)=
2

1 n(n 1)T(n 1)

n 1

  



 T(n)=

2

2

n 1

n 1





 

2

1 n(n 1)T(n 1)

n 1

  


 

T(n)=
2

4

n 1

n 1





 [1 n(n 1)T(n 1)]     

T(n)

n 1
 =

4

n 1

n 1





 [1 n(n 1)T(n 1)]    

T(n)

n 1
 = 2

4

1 n 1
[ n(n 1) T(n 1)]

n 1 1


   


  

2 2

4 2

T(n) n n 1 (n 1)
[ T(n 1)]

n 1 n 1 n n
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