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 نويسي بازگشتي اصول برنامه  

 قضيه اصلي  

 مسائل بازگشتي كلاسيك 

 اول فصل



 

  ها و مرتبه اجرايي آنها الگوريتم

شود  شود، الگوريتم گفته مي  ها كه با دنبال كردن آنها هدف خاصي دنبال مي دستورالعمل مجموعه متناهي از: تعريف.  
گام گام را الگوريتم گويند صورت بهمساله روش دقيق حل يك : تعريف.  
  :كند  را تعويض مي yو  xمثال الگوريتم زير با استفاده از يك متغير كمكي محتواي دو متغير عنوان  به

read ln(a,b);

temp : a;

a : b;

b : temp;





  

  .دهد  همچنين الگوريتم زير همين كار را بدون استفاده از متغير كمكي انجام مي
read ln(a,b);

a : a b;

b : a b;

a : a b;

 
 
 

  

  .توان به طرق مختلف نوشت  كنيد، يك الگوريتم را مي  ملاحظه ميطوركه  همان

  خصوصيات الگوريتم

  .تواند نداشته باشد  تواند ورودي داشته باشد و هم مي  يعني هم مي. الگوريتم لزوماً ورودي ندارد: ورودي) 1
  .هر الگوريتم حداقل يك خروجي دارد: خروجي) 2
  .تم بايد دقيق و بدون ابهام باشدهر يك از دستورات الگوري): ابهام عدم(قطعيت ) 3
  .الگوريتم بايستي بعد از طي تعدادي مرحله بالاخره پايان پذيرد): يپذير پايان(محدوديت ) 4
ديگر بايستي الگوريتم عبارت  به. و اجراي الگوريتم روي كاغذ وجود داشته باشدسازي  بايستي امكان پياده): يپذير انجام(كارايي ) 5

  .باشد پذير انجام
  : كه كارايي يك الگوريتم را مورد بررسي قرار دهيم بايد به عوامل زير توجه كنيم براي اين

 نياز الگوريتم  حافظه مورد) 2زمان اجراي الگوريتم         ) 1

  . ، عامل اول از اهميت بيشتري برخوردار است2كه از ميان اين 
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  هـامــبرن

تنها تفاوت برنامه الگوريتم . كند، برنامه گويند  ميسازي  كه الگوريتمي را پيادهنويسي  برنامههاي يك زبان  اي از دستورالعمل  به مجموعه
پذيرد و همواره در   گاه پايان نمي اي است كه هيچ  برنامه عامل سيستممثال، عنوان  به. نباشد پذير تواند پايان  در اين است كه برنامه مي

  .گيرد  بعدي قرار مييك سيكل انتظار براي دريافت فرمان 
ورودي است و معمولاً خروجي اين  هها بررسي تغيير سرعت يا زمان اجراي يك الگوريتم در برابر تغيير انداز  هدف از تحليل الگوريتم

  . باشد  تحليل، تابعي بر حسب اندازه ورودي آن مي

   )Data structure( تعريف ساختمان داده

هاي مختلف  سازي و اجراي الگوريتم ي مناسب توسط كامپيوتر براي پيادهصورت بههاي خام  به ساختارهايي كه جهت دريافت داده
  . شود گيرند، ساختمان داده گفته مي ها مورد استفاده قرار مي روي آن

   :زير است صورت بههاي مختلف  بندي ساختمان داده هايي از تقسيم نمونه

 ساختمان داده

  
  
  

  :ايستا -1

  
  :اوليه

  گر    اشاره    
  عدد صحيح
  عدد اعشاري

  

  :غيراوليه
  آرايه
  رشته
  ركورد

  :نيمه ايستا -2
  صف  
  پشته  

  

  ليست پيوندي  خطي  :پويا -3   

  غيرخطي  
  گراف
  درخت

كنند ولي ساختمان  ها را فراهم مي گرها تغييراتي نامحدود و پويا متناسب با داده هاي پويا با استفاده از اشاره ساختمان داده :نكته
  . كنند هاي ايستا در طول اجراي برنامه تغيير نمي داده

  اجراي برنامه) مانز(عوامل موثر در سرعت 

  افزار  نوع سخت -1
  : نويسي وجود دارد نوع روش برنامه 2كلي طور به: نويسي نوع برنامه -2
  ) Down Top(شيوه از پايين به بالا ) 1
. شود سپس هر بلوك نوشته ميهايي تقسيم شده؛  ا برنامه به بلوككه در اين روش ابتد) Top Down(روش از بالا به پايين ) 2

  . هاي آن بازگشتي است مهاي تقسيم و غلبه يك روش بالا به پايين است و معمولاً الگوريت الگوريتم
  . است Cكندتر از كدهاي توليد شده توسط كامپايلر  ،الكمثال كدهاي توليد شده توسط كامپايلر پاسعنوان  به: نوع كامپايلر) 3
  ورودي   اندازه) 4
  ها هاي ورودي و طرز نمايش آن چيدمان مجموعه داده هنحو: تركيب ورودي) 5
  . هاي مختلف وجود داشته باشد هاي مختلف با زمان الگوريتممساله در واقع ممكن است براي يك : پيچيدگي الگوريتم) 6
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ممكن است يك الگوريتم بيش از يك . باشد ورودي مي هانداز nدهند كه  نشان مي T(n)را معمولاً با  nالگوريتم برحسب  يزمان اجرا
  . شود نشان داده مي T(n,m) صورت بهورودي دارد  2، زمان اجراي اين برنامه كه m, nهاي  مثلاً با اندازه ورودي. ورودي داشته باشد

  : تواند به سه دسته زير تقسيم شود كه عبارتند از  ي مختلف ورودي تحليل زماني ميها حالتبا توجه به 
Best Case :(BT(بهترين حالت  -1 (N)  
Wrost Case (WT(بدترين حالت  -2 (N) :  
Average Case (AT(حالت متوسط  -3 (N) :  
ممكن است بهترين حالت ورودي براي يك الگوريتم، بدترين حالت براي الگوريتم ديگري باشد :نكته .  

  :در اغلب اوقات داريم

     T N T NB WT NA


 2  

  تحليل تفصيلي 

  : كنيم مي زير را دنبالبراي انجام تحليل تفصيلي، مراحل 
  . شود مي اندازه ورودي مشخصازاي  بهتعداد تكرار هر دستور برنامه،  -1
، اين تعداد يك مقدار افزار سختكنيم كه با توجه به فرض ثابت بودن نوع  مي زمان اجراي يك بار هر دستور از برنامه را مشخص -2

  . ثابت خواهد بود
  . شوند مي هر دستور در هم ضربازاي  به 2و  1نتايج حاصل از مراحل  -3
  . دهد مي شوند و حاصل تابع تحليل الگوريتم را نمايش مي هر دستور با هم جمعازاي  به 3 هنتايج حاصل از مرحل -4

، تمام در تحليل زمان اجراي يك الگوريتم. شود، متناسب است  زمان اجرايي يك الگوريتم، با تعداد دفعاتي كه عمليات اصلي انجام مي
بستگي دارد، بلكه تنها عمليات اصلي كه مستقل از نويسي  برنامهكنيم، زيرا تعداد دستورات به نوع زبان   دستورات را شمارش نمي

  .شوند  هستند شمرده مينويسي  برنامهكامپيوتر و زبان 

  هاي يك برنامه شمارش گام

  .باشد  برنامه، با استفاده از قوانين زير، قابل شمارش ميهاي هر   اگر هر عمل اصلي در يك برنامه، يك گام باشد، گام
  .مثال دستورات زير، هيچ تعداد گامي ندارندعنوان  به. باشند  ها و توابع داراي تعداد گام صفر مي  ها، زيربرنامه  تعاريف نوع -1

Procedure P(...)

Function F(...)

Void V(...)





0
0
0

  

Data Type K(...)  0   
  .باشند  داراي گام صفر مي endو  beginيا {} هر بلاك شامل  -2
  .باشند  صورت داراي گام صفر مي اينغيرا انجام بگيرد داراي گام يك و درمقداردهي اوليه براي آنهكه  هنگاميتعاريف متغيرها  -3

char c;

char c "c";


 

0
1  

  .باشد  هربار اجرا، داراي گام يك ميازاي  بههر دستور اجرايي  -4
x y z k;   1  

  
مجزا  صورت بهبودن شرط گام  درست يا نادرستباشد، اما با توجه به   ، عبارت شرط داراي گام يك ميifدر دستور شرطي - 5

  .شود محاسبه مي
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if (x y)

s ;

else

s ;

 
 

 

1
2 1

5 1

  

  1 1   هاي شرط درست  تعداد گام 2
  1 1   هاي شرط نادرست  تعداد گام 2

if (x y)

s ;

else

{

s ;

t ;

}

 
 

 
 

1
2 1

5 27

  

  1 1   هاي شرط درست  تعداد گام 2
  1 2   هاي شرط نادرست  تعداد گام 3

 forدستورات حلقه  -6

  :كنيم  زير عمل مي صورت به، forهاي دستور   براي شمارش گام
  تكرار حلقه را محاسبه كنيدتعداد ) الف
  .است forيكي بيشتر از تعداد تكرار دستورات داخل  forتعداد تكرار خود دستور ) ب
  .، به تعداد تكرار گام داردforجملات تكرارشونده حلقه ) ج
مثال:  

  تعداد گام
n

n

n



 

1

2 1
  

  
  تعداد گام

n

n

n




 

1
2

2 3
  

  
  تعداد گام

n

n

n

n




 

0
1
1

0
3 2  

  

 مجموع

 مجموع

 مجموع

for i : to n do

s : s


 

1
1

for i : to n do

s : s

 
 

2 1
1

for i : to n do

begin

s : s ;

r : r ;

end



 
 

2

3
3
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ها توسط فرمول  ها ملاحظه كرديد، تعداد تكرار در اين حلقه  مثالدر طوركه  همان :نكته"1  بنابراين داريم؛ آمد  ميدست  به"انتها - ابتدا:  
  

b a  1  تعداد تكرارfor i : a to b do   
b a   تعداد تكرارfor(i a;i b;i )      

مثال: 
  

  تعداد گام                          

                       

n

n

n






1
2

2 3
  

 
                               تعداد گام                         

                                  
 
 

  

(m ) m(n ) nm mn m       1 1 2 2   مجموع 1
  
                               تعداد گام                         

                                  
 
 

            
  

       mnL mL mn m    2 4 2 2       مجموع 1
 

  تعداد گام                         

                  

m

m(n )

mn




0
0
0
0

1
1

0

  

            mn m  2 2   مجموع1
 

integer; 

m

m (n )

m n


 


1
1  

for(i ;i n ;i )

s s

   
 

2
1

for i : to m do

for j: to n do

s : s ;




 

1
1
1

procedure Add(Var a,b,c:matrix;m,n:integer);

var

i, j :

begin

for i:=1 to m  do

 for j:=1 to n  do

 c[i,j]:=a[i,j],b[i,j];

end;

m

m (n )

m (n )(L )

m (n )(L)


 
  
 

1
1
2 1
2

 

for i : to m do

for j : to n do

for k : to L do

s : s ;


 


 

1
2 1

1
1
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  ها تعداد گام            

         

m

m (n )

mn


 

0
0
0
0
1

1
1

1
0

  

mn m  2 2   مجموع3
  

تعداد گام حلقه  :نكتهwhile  مانندfor قابل محاسبه است، يعني گام حلقه، يك واحد از تعداد تكرار حلقه بيشتر است.  
 

  تعداد گام         

         

n

n

n


1

1
0

0

  

  n 3   مجموع2
  

هاي   هاي حلقه  تعداد گام :نكتهrepeat...until  وdo...while ها، شرط   باشند، زيرا در اين نوع حلقه  برابر تعداد تكرار حلقه مي
 .شود  حلقه در انتهاي آن كنترل مي

 

  تعداد گام              

             
n

n




1
0

1
1

  

    n 2    مجموع     2
xتعداد اجراي جمله  x *   : آوريددست  بهرا در برنامه زير  2

  
for(i ; i n ; i )

for (J ; J i ; J )

x x *

    
   


1 1
1

2
  

ازاي  به :حلi 1 متغير ،J  ازاي  به .دشو اصلي يك بار اجرا مي هكند در نتيجه برنام تغيير مي 1تا  1دارد ازi  دارد از  Jمتغير  2
  . شود بار اجرا مي 2در نتيجه برنامه اصلي  .كند تغيير مي 2تا  1
iازاي  به n 1  متغيرJ  تا  1ازn 1 اصلي  هدر نتيجه برنام ؛كند تغيير ميn 1  جراي برنامه اصلي برابر اتعداد . شود ميبار اجرا

   :جمع مراحل گفته شده يعني است با حاصل
  

(n )n
n


    

11 2 1 2
     

procedure p(x : integer);

var

s,i, j : integer;

begin

i : ;

for i : to m do

for j : to n do

s : s ;

s : s ;

end




 

 

0
1
1

1
1

i ;

while(i n)

{

s s ;

i i ;

}




 
 

1

1
1

i :

repeat

       i : i ;

until i n;



 


1

1
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n): در برنامه بالا مرتبه اجراي برنامه برابر است با ) 2 ) شود در ادامه درس توضيح داده مي(.  
بنابراين . شود باشد بلكه فقط مرتبه آن برنامه خواسته مي خطوط موردنظر نمي هموارد محاسبه تعداد اجراي هماكثر  در :نكته

  . كند اصلي مرتبه را مشخص مي هبراي محاسبه مرتبه لازم نيست، تعداد اجراي همه خطوط محاسبه شوند، بلكه تعداد اجراي جمل
   :مرتبه اجرايي برنامه زير را محاسبه كنيد

  
for(i ; i n ; i )

for(J ; J n ; j j i)

x ;

   
   

 

1
1  

   :اولي وابسته است هبه حلق دومي هكه حلق با توجه به اين
 ji  تعداد اجراي دستور اصلي

n بار  , , ,...,n1 2 3  1 

n

, بار 2 , ,...,n1 3 5  2  

n

,  بار 3 , ,...,n1 4 7  3  

      
n

n
11  بار  n 

  n n
n    12 3   هتعداد اجراي جمل= مجموع حالات x    

  n (n log n)
n

       
 

1 11 2   

  نمادهاي تحليل الگوريتم از ديدگاه رياضي 

 بزرگ Oنماد 

  :گردد مي زير تعريف صورت بهاين نماد 
  
 

     f (n) O g n c , n , n n ,f (n) cg n       0 00 0  
  

fتوان گفت كه اگر   شهودي ميطور  به (n) O(g(n)) ، آنگاه رشد تابع f n نهايت از  بي در g n كمتر است .  
  . است g(n)هاي به قدر كافي بزرگ nازاي  به f(n)يا اينكه حد بالاي رشد 

  
  
باشد  زير مي صورت بهترتيب رشد توابع معروف  :نكته.  

                     k n nO O log n O n O n O n log n O n O n ... O n O O n! O n          2 31 2  
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  :در شكل زير نمودار رشد چند تابع مهم آمده است

  
  

  

  :Oخواص عملگر 
1- O زيرا. بازتابي است هيك رابط : 

    f n O f n  
2- O مثال نقض داريمعنوان  بهزيرا . باشد  يك رابطه تقارني نمي:  

 n O(n )2 nولي  3 O(n )3 2  
3- O زيرا. يك رابطه تراگذاري است :  

              f n O g n ,g n O k n f n O k n     
4- O مثال نقض داريمعنوان  بهزيرا . يك رابطه پاد تقارني نيست:  

             f n O g n &g n O f n f n g n     

g(n) n
n log n O(n )

f (n) n log n


  



2
2 2

2 f (n) g(n)  

 رتبه توابع زير از م O n3باشند مي:  
 
   
   

   

f n n f n n

f n n n log n f n n n log n

n
f n f n n n n

log n

  

   

   


2 3

2 3 2

3
3 2

5 1000
4

5 3 410

 

  )Ω(نماد امگا 

  : دباش  زير تعريف مي صورت بهنماد امگاي بزرگ 
  

         f n g n n ,c , n n ,f n cg n          
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fشهودي اگر  طور به (n) (g(n))   آنگاه از جايي به بعد مقدار تابع f n  از ضريبي از g n  معادل عبارت  بهبيشتر است يا
حداقل مقدار تابع  f nازاي  بهn  بزرگ برابر هاي g n است .  

         f n O g n g n f n    

رابطه  :نكته باشد  باشد ولي تقارني نمي  بازتابي و تعدي مي .  
ثابت كنيد  :مثالn (n )2 25  
حل:  

n n n ,c    2 2
05 1 0 1  

  
ثابت كنيد  :مثالn n (n ) 2 210  
حل:  

n n n n ,c    2 2
010 0 1  

ثابت كنيد :مثالn(n )
(n )


 21

2  
حل:  

n n(n ) n n n
n n n ,c


          

2
0

1 12 1 22 2 2 2 4 4  

n) هتوابع زير از مرتب )   : باشند مي 3
  f (n) n! f (n) n  3  

  nf (n) e f (n) n n log n  3 24  
  f (n) n n f (n) n n n    4 3 3 23 5 3 4  

  )( نماد تتا

  : شود  زير تعريف مي صورت بهنماد تتا 
  

           f n g n c ,c ,n , n n ,c g n f n c g n        1 2 1 20   
  

اگر  :نكته
n

f (n)
Lim

g(n)
گاه رشد تابع  برابر عدد ثابتي باشد آن  f n  برابر رشد تابع g n نويسيم  است و مي:  

f (n) (g(n)) or   g(n) (f (n))     

رابطه  :نكته بنابراين  ؛خاصيت تقارني، بازتابي و تراگذاري دارد ارزي است يك رابطه هم .  
   f (n) n f n n n log n f n n n n     3 3 2 3 24 5 3 4  

  )o(نماد 

  :شود  زير تعريف مي صورت بهكوچك  oنماد 
  

         f n o g n n , c , n n ,f n cg n            
  

مقدار تابع  f nكه از ضريبي از  طوري به ، از جايي به بعد g n كمتر است.  
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اگر داشته باشيم :نكته:  
 
 n

f n
Lim

g n
 0  

  :توان نوشت  آنگاه مي
f (n) o(g(n))  

  

نكته: o است يو تعد خاصيت بازتابي تقارني را ندارد ولي پاد تقارني .  
ها از مرتبه  هر عبارتي كه پيچيدگي زماني آن :نكتهo )ُكوچك ا ( باشد، حتماً از مرتبهO )ُباشد، ولي عكس آن  نيز مي) بزرگ ا

  . باشد هميشه درست نمي
 ثابت كنيد  :مثالn o(n )2 25  
حل:   

n n n ,C   2 2
05 5 0 5  

 ثابت كنيد  :مثالn(n )
T(n) o(n )


  21

2  
حل:  

n(n ) n(n) n
n ,C


    

2
0

1 102 2 2 2  

 ثابت كنيد  :مثالn o(n n) 2 2 10  
حل:  

nكافيست قرار دهيم  0 Cو  1 1  

)نماد امگاي كوچك ) :  

  :شود مي زير تعريف صورت بهاين نماد 
 

         f n g n n , c , n n ,f n cg n         0 0   
 

شهودي هرگاه  طور به :نكتهf(n)= (g(n))  ازاي  بهآنگاهn هاي بزرگ مقدار تابعf(n) بيشتر از مضربي از g(n) در اين . است
  :  حالت داريم

 
 

 
 

n n

f n g n
Lim Lim

g n f n
 

   0  

نكته:  
         f n g n g n o f n     

  
نكته:  باشد  تقارني ميباشد ولي تراگذاري و پاد  ارني نميبازتابي و تق .  
ها از مرتبه  هر عبارتي كه پيچيدگي زماني آن :نكته  باشد حتماً از مرتبه باشد باشد، ولي عكس آن هميشه درست نمي نيز مي .  
  
  

 يا
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نكته:  
k k k

k k

n

i

n

i

n

i

n
k k

i

a n a n ... a n a (n )

n(n )
i (n )

n(n )( n )
i (n )

n(n )
i (n )

.

.

.

i (n )












    


 

 
 

    











1
1 1 0

2

1

2 3

1
2

3 4

1

1

1
2

1 2 1
6

1
2  

پيچيدگي قرار دارند، بنابراين داريم تمام توابع لگاريتمي در يك دسته :نكته:  
  

a blog n (log n)   
نكته:   

 logn! nlogn   
  

اي در نهايت بهتر از هر تابع نمايي و هر   اي و هر تابع چند جمله  هر تابع لگاريتمي در نهايت بهتر از هر تابع چند جمله :نكته
  :باشد  تابع نمايي در نهايت بهتر از هر تابع فاكتوريل مي

n nlog n o(n) , n o( ) , o(n!)  10 2 2  
مثال:  

n log n n log n n (n )    2 210 3 7 7  
  .تر را حذف نمود  توان جملاتي از مرتبه پايين  تعيين مرتبه يك عبارت، همواره ميبنابراين در 

 فرض كنيد : تستg,f  دو تابع دلخواه به شكلf ,g : N R  باشند و 
 

n

f n
Lim

g n


   

1 (f (n) O(g(n)),g(n) (f (n))  2 (g(n) O(f (n)),f (n) O(g(n))   
3 (f (n) (g(n)), f (n) (g(n))  4 (f (n) (g(n)),g(n) (f (n))   
3«گزينه  :حل«  

  

 است؟  نادرستاز عبارات زير يك  كدام: تست  
 n nn n ( 2010 1     log n log n (2 10 2  

   log n ! n! (2 3     n n n log n (  3 2
24 5 7 4 

  
3«گزينه  :حل« 



 
 21  ها و مرتبه اجرايي آنها الگوريتم/ فصل اول 

 از عبارات زير درست است؟ يك  كدام: تست  
) الف c n ne O e  
) ب n O n log n2  
) ج n O nlogn  

  الف و ج) 4  الف و ب) 3  فقط ج) 2  فقط ب) 1
2«گزينه  :حل«  

  
 هاي زير صحيح است؟  از گزينهيك  كدام: تست  

 n log n O n / (   3 3 0 0 1 1  n O log n ( 2  

 n O n log n / (    1 0 0 1 3 
n

n O (
log n

 
   

 

2
2 4  

3«گزينه  :حل«   
  
 ؟ دهد ميرا نشان زير كدام گزينه تعداد مراحل برنامه : تست  

   


 
  
 
       

void Sum int m,int n,floatS

int i, j;

for j ; j m; j m

S n i ; m

for i ;i n ;i mn

S n j S i j ; m n

}

   

 

   

   

0 1
1 0

0 1
1 1

  

3«گزينه  :حل«  
   m m m n m n      1 2 1 2 1 1 

  

 است؟ هاي زير صحيح   از گزينهيك  كدام: تست  
1 (    nn n n O   21 2 1 2  2 (    n n n n   21 2 1  

3 (    n n n n   2 41 2 1  4(     n n n O n log n   2 21 2 1  

1«گزينه  :حل«   
  
 فرض كنيد : تست f (n) O g(n) زير براي هر تابع با مقـادير مثبـت ماننـد     هاي يك از گزينه كدامf (n),g(n) 

  برقرار است؟ 
1 ( g(n) f (n)     2 ( f (n) g(n)O2 2  

3 ( f (n) g(n) 2 2    4 (   log g(n) O logf (n) با فرض : log g(n) 1  

2«گزينه  :حل«   
  

1 (m n2 2  

2 (mn m n2 2   
3 ( m n  2 1 1  
4(  m n  2 1 1  
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يديبرحسب رشد مرتب نماتوابع زير را  :مثال.  
n2  ne  n!  n2  log n( )2  

log log nn  n  log nn

1
 log(n!)  n3  

n log n  log n(log n)  log n3  ln ln n  ln n  

log n22  log n2  nn2  n( )22  (log n)!  

n( )
3
2  log n4  (n )!1  log n n( ) 2 12  

  
حل:  
نكته:c a

b blog loga c در نتيجه:  
log n log log n

log n

log n

log
log log nlog n log n log n log n

loglog n log log

(log n) n

n

n

n n (n ) ( )

( ) n n n n n







   

    
1
2

2

1 2 1 1
2

1 122 2 2 2

4
2

2 2

2

 

n ne ( / ) 2 71  
log nlog nlog( ) log( ) log n *log log n  

1
2 1 12 2 22 2  

log nlog log n22 2  

log n log n 
1 22  

log nlog n( ) ( )  
                    

22 2  

log log n log(log n) log(log n) 2 2 2  
log nlog log n22 2  

log n log nlog n log loglog n  2 22 22 2  
log n ( log(log n)) 2 2  

log n log(log n) log( ) ((logn) ) (log n)   2 2 2 2 22 2  
n

n

n
n! ( )

e

                    
   
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ln n ln n

ln n

(ln n) ln n
(ln n)! ( ) ( )

ne
     

  :باشد ميزير  صورت بهتوابع داده شده يب تتر توضيحات فوقبا توجه به 
  

n( ) 2 12 > n( )22 > (n )!1 > n!> ne > nn2 > n2 > n( )
3
2 > log log nn = log n(log n) > log(n!) > n3 > log n4  

> log(n!) = n log n > log n3 > log n2 =n> log n( ) n2 > log n22 > ln n > log n > ln ln n > log nn

1
 

  

  تفصيلي غيرتحليل 

  هاي بازگشتي تحليل الگوريتم

كه براي حل  است اي بازگشتي مسألهمساله و  شود ميبازگشتي نوشته مساله است كه براي حل يك   مي، الگوريتزگشتيالگوريتم با
  : بازگشتي زير تعريف كرد صورت بهتوان تابع فاكتوريل را   مثال ميعنوان  به. نياز داريم تر كوچكدر ابعاد مساله آن، به حل همان 

 n! n n !

!

 



1
0 1

 

0!مثال عنوان  به( . دقيقاً و صريحاً مشخص استمساله آن پاسخ ازاي  بهكه است پايه بازگشت حالتي  بازگشتي، مساله هر  )1
  . حداقل داراي يك پايه بازگشت است

  هاي بازگشتي   مشخصات الگوريتم

  . تر است الگوريتم غيربازگشتي آن، كوتاهمعمولاً الگوريتم بازگشتي يك مساله، از : كدهاي كوتاه -1
كند، اتلاف حافظه   استفاده از حافظه اضافي پشته، كه مراحل بازگشت را در خود نگهداري ميعلت  به: اتلاف حافظه بيشتر -2
  . ت به حالت غيربازگشتي بيشتر استبسن

  . بازگشتي كمتر استغيرهاي بازگشتي نسبت به نسخه مشابه   سرعت اجراي الگوريتم: سرعت اجراي كمتر -3
بازگشتي  صورت بهمسائلي مانند فاكتوريل كه روند حل آنها : بازگشتي صورت بهراحتي طراحي الگوريتم برخي از مسائل  -4

محاسبه فاكتوريل يك عدد  در ادامه الگوريتم بازگشتي براي. باشند  باشد، به راحتي توسط يك الگوريتم بازگشتي، قابل حل مي  مي
  .توانيد آنها را با هم مقايسه كنيد  دلخواه، آورده شده است كه مي

  

 nفاكتوريل  همحاسب الگوريتم غيربازگشتي  nفاكتوريل  همحاسب الگوريتم بازگشتي

  
  
  
  
  
  
  

int Fact (int n) 
{ 
int f=1 , i: 

for (i=1; i n;i )    

f  f * i :  
return f; 
} 

int Fact (int n) 
{ 
if (n )1  
return 1: 

else 
return n * Fact(n );1  
} 
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  بازگشتي نويسي  برنامهاصول 

  استقراي رياضي  قضيه

  . دهيم  براي اين كار مراحل زير را انجام مي. شود  استفاده مي n وروديازاي  بهاثبات درستي يك رابطه براي از اين قضيه 
  . كنيم ميين مقدار ورودي بررسي تر كوچكازاي  بهدرستي رابطه را  :پايهاثبات 
ازاي  به كنيم رابطه ميفرض  :فرض n 1 برقرار باشد .  
  . كنيم درستي حكم را ثابت مي با استفاده از فرض استقراء :حكم

  نويسي برنامهاستقراي  قضيه

آن پاسخ ازاي  بهكند و  يك دستور شرطي است كه مقدار پايه بازگشت را آزمون مي همواره اولين دستور يك تابع بازگشتي، :پايه
  . كند  توليد ميرا مناسب 
  . كند واني شود، پاسخ درست را توليد ميفراخ nاز  تر كوچكنوشته شده تاكنون چنانچه با مقداري  كنيم زير برنامه ميفرض  :فرض
  . كنيم كه پاسخ درست برگرداند ميتكميل اي  گونه بهبا استفاده از فرض استقرا زير برنامه را  :حكم
بازگشتي زير نوشت صورت بهتوان   تابع محاسبه فاكتوريل را مي :مثال:   

 


 



function fact n:integer  :integer;

if n  or n  then return ;

x fact n ;

return x * n;

 

 

1 0 1
1

 

هتابع محاسبه جمل :مثال nبازگشتي زير نوشت صورت بهتوان   ام سري فيبوناتچي را مي:  
 



 
 



function fibo n:integer  :integer;

if  n  or n  return ;

x : fibo n ;

y : fibo n ;

return x y;

 

 

 



1 2 1
1
2

 

مثال عنوان  به. سپس آن را حل كرد ؛آورددست  بهبازگشتي متناظر با برنامه را  هبازگشتي بايد ابتدا يك رابط هيك برنامبراي تحليل 
  : زير است صورت بهتوابع بازگشتي متناظر با برنامه بازگشتي محاسبه فاكتوريل 

n ,
T(n)

T(n ) else


  

1 01
1   

T(n) T(n )

T(n )

T(n )

T(n k) k

  
   
    

  

1 1
2 1 1
3 1 1 1 

 }پايه بازگشت{

 }فرض بازگشت{

 }حكم بازگشت{

 }پايه بازگشت{

 }فرض بازگشت{

 }حكم بازگشت{
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kحال با قراردادن  n 1 در رابطه فوق داريم:  
T( ) n n n     1 1 1 1  

  

آيد ميدست  بهزير  هآن از رابط هزير موجود باشد، مرتب صورت بهبازگشتي  هچنانچه يك رابطكلي، طور به :نكته .  
       T(n) T(n m) O g n T n O n g n        

بازگشتي به شكل  هچنانچه رابط :نكته    T(n) KT n m O g n   داشته باشيم آنگاه:  
  
  

  

 
n

mT n O K
   
 

  

  :مثال داريمعنوان  به
     nT n T n O   2 1 1 2  

  )Master theorem(اصلي قضيه 
nبگيريد كه در آن درنظر  رابطه بازگشتي زير را

b
nهاي  به فرمتواند   مي 

b
 
  

nيا

b
 
  

  .باشد 
  

   n
T n aT f n ,a  ,b

b
     
 

1 1  

  :صورت داريم در اين

       b blog a log a)if  ; f n O n T n n     1 0  

   a a
b blog log)if f (n) n T(n) n log n     2  

  : تر داريم و در حالت كلي

   a a
b blog logk kif f (n) n (logn) T(n) n (logn)        1 

          blog a n
) if ;f n n  ,af cf n ,c ,n T n f n

b
             

 
3 0 1 0  

 هجواب معادل: تست n
T(n) T( ) n  24   :عبارتست از 2

1( (n ) 2  2( (nlogn)  3( (n ) 3  4 ((n logn) 2  
4«گزينه  :حل«  

lognداريم  (n )  2 T(n)بنابراين  ؛اصلي هستيم هبنابراين در حالت دوم از قضي؛  42 (n log n)  2  

 جواب معادله : تستn
T(n) T( ) n  34   :عبارتست از 2

1 ((n ) 3  2( (nlogn)  3( (n logn)   كدام هيچ) 4  2
1«گزينه  :حل«  

lognداريم  (n )  2 T(n)اصلي هستيم، بنابراين  هبنابراين در حالت سوم از قضي؛  43 (n )  3  

 براي معادله : تستn
T(n) T( ) O(n )  24   :تر است كدام گزينه صحيح 2

1 (T(n) (n logn)  2    2 (T(n) O(n lg n) 2  
3( T(n) (n )    .صحيح است) 3(و ) 2(موارد ) 4    2
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4«گزينه  :حل«  
lognگرفت كه در اين حالت داريم درنظر  n2را برابر تابع f(n)توان  در اينجا در بدترين حالت مي (n )  2 بنابراين در حالت  42

T(n)اصلي هستيم، بنابراين  هدوم از قضي O(n log n) گرفت كه درنظر  را برابر تابع ثابت f(n)توان  ولي در بهترين حالت مي 2
T(n)بنابراين  ضيه اصلي هستيم؛در اين صورت در حالت اول ق (n )  2  

 براي معادله : تستn
T(n) T( ) (n )   24   :كدام گزينه صحيح است 2

1 ((n lg n) 2  2 ((n ) 2  3 ((n lg n)  4( هيچكدام  
1«گزينه  :حل«  

lognگرفت، كه در اين حالت داريم درنظر  n2هرا برابر تابعي با مرتب f(n)توان  در اينجا در بدترين و بهترين حالت مي (n )  2 42 
T(n)بنابراين  ؛اصلي هستيم هكه در حالت دوم از قضي (n log n)  2   

 جواب معادله : تستn
T(n) T( ) n 9   :عبارتست از 3

1 ((n ) 4  2 ((n ) 2  3 ((nlogn)  4 ((n)  
2«گزينه  :حل«  

lognداريم  O(n ) 3 logT(n)بنابراين  ؛اصلي هستيم هكه در حالت اول از قضي 9 (n ) (n )   3 9 2   

 جواب معادله : تستn
T(n) T( ) 

2   : عبارت است از 13
1 ((n log n)  2 ((n ) 2  3 ((logn)  4 ((n)  
3«گزينه  :حل«  

log(n/داريم  ) (n )   3 21 T(n)اصلي هستيم، بنابراين  هكه در حالت دوم از قضي 01 ( log n)  1   

 جواب معادله : تستn
T(n) T( ) nlogn 3   :عبارتست از 4

1 ((n ) 2  2 ((nlogn)  3( (n ) 3  4 ((n)  
2«گزينه  :حل«  

lognداريم  log n (n )  4 T(n)اصلي هستيم، بنابراين  هكه در حالت سوم از قضي 3 (nlogn)   

  هاي بازگشتي  تحليل برنامه

  تحليل تابع فيبوناتچي

n or n
T(n)

T(n ) T(n )

 
     

1 1 2
1 2 1  

T(n ) T(n ) T(n) T(n ) T(n ) T(n) T(n )            1 2 1 1 1 2 1 1 

   n nT(n) O T(n) O   2 2  

nO( آيا  ولي از نظر رياضي درست است2( nO   . زير نيز حل نمود صورت بهرا مساله توان   مياست؟  Orderين تر كوچك 2
T(n) T(n ) T(n ) T(n) T(n ) T(n) T(n )            2 2 1 2 2 1 2 2 1  

n n

T(n) O T(n)
   
     
   
   

2 22 2  
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  بازگشتي كلاسيك  مسائل

  برج هانوي مساله 
  : زير است شرط 3ديگر با رعايت  هبه ميلها  حلقه انتقالهدف . قرار دارندروي يك ميله  همگيحلقه داريم كه  nسه ميله و 

  . تك به تك منتقل شود -1
  . قرار بگيرد تر كوچك هروي حلق تر بزرگ هگاه نبايد حلق ر روند انتقال هيچد -2
  . ها قرار دارند ها همواره روي ميله انتقال حلقه در روند -3

  
منتقل كنيم براي  2به ميله  1مهره را از ميله  nخواهيم   مي. كنيم  بازگشتي از ايده زير استفاده مي صورت بهمساله براي حل اين 

  :كنيم  اين كار مراحل زير را طي مي
nانتقال ) 1 1 ديسك بالايي از ميله مبدا به ميله كمكي  

  

  
  

  ين ديسك از ميله مبدا به ميله مقصدتر بزرگانتقال ) 2
  

  

  
nانتقال ) 3 1 ديسك باقيمانده از ميله كمكي به ميله مقصد  

  

  

  
  :باشد  زير مي صورت بهبرج هانوي مساله الگوريتم 

procedure Hanoi (n,f , t,h :integer);

begin

if (n ) then

writeln(f ," ", t)

else begin

            Hanoi (n ,f ,h, t);

 write ln(f ," ", t);

            Hanoi (n ,h, t, f )

end

end;









1

1

1

 

 )1(مرحله

 )2(مرحله

 )3(مرحله

1 2 3

1 2 3

1 2 3
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)Hanoiازاي  بهدرخت بازگشتي اجراي اين الگوريتم  , , , )3 1 2   :باشد  زير مي صورت به 3

  
)Honoiمنتقل كنيم بايد دستور  2به ميله  3به كمك ميله  1اگر بخواهيم سه مهره را از ميله  , , , )3 1 2 را اجرا كنيم كه حاصل  3

  :زير خواهد بود صورت بهاين اجرا 

  
  

  :آيد  ميدست  بهدر اين روش از رابطه بازگشتي زير ها   جايي تعداد جابه
T(n) T(n ) T(n )

T( )

    


1 1 1
1 1   

  : زير حل كرد صورت بهتوان اين معادله بازگشتي را   جايگذاري ميبا استفاده از روش 

       nT T n T n       22 2 2 1 1 2 2 2 1  

 

 

 

 
   

k k k

n n
n n n n n

T n

T n k ...

t q
T ... T(n) O( )

q

 

  

    

     

 
          

 

3 2

1 2

11 2 3

2 3 2 2 1

2 2 2 1
1 1 1 2

2 1 2 2 1 2 1 21 1 2



kحال با قراردادن    n 1 داريم: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3
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 هميل 3هاي هانوي را با  برجمساله : تست A ،B  وC  توان مستقيماً از  مياي را ن در اينجا هيچ حلقه. گيريم ميدرنظر
A  بهB  يا ازB  بهA ههايي تنها به كمك ميل چنين انتقاليعني . منتقل كرد C اگر در ابتدا، . ندپذير انجامn  حلقه در
با كدام رابطه  T(n)باشد،  Bبه  Aحلقه از  nحداقل تعداد عمليات لازم براي انتقال  T(n)داشته باشيم و  A هميل

  . هاي هانوي تماماً برقرار است برجمساله ؟ فرض كنيد شرايط شود ميمشخص 
1 ( T(n) T n  6 1 3     2 ( T(n) T n  3 1 2  
3 (   T(n) T n T n    1 2 1  4 (   T(n) T n T n    1 2 2  
2«گزينه  :حل«  

  : اين رويه بازگشتي در زير آمده است



Pr ocedure nhanoi(n,A,B,C)

{if  n  then

{move(A C);

move(C B);

}

else

{nhanoi (n - ,A,B,C);

move(A C);

nhanoi(n - ,B,A,C);

move(C B) ;

nhanoi (n - ,A,B,C);

}









1

1

1

1

  

  يك ورودي خاص ازاي  بهتعيين مقدار يك تابع بازگشتي 

 بگيريددرنظر  تابع بازگشتي زير را: تست .  
 

  

   

function Recursive n

if n then

Recursive :

else

Recursive : Recursive n - Recursive n -

}





 

1
1

1 1

 

  در كدام گزينه آمده است؟ Recursive) 5(مقدار 
1 (16   2 (8   3 (23   4 (14   
1«گزينه  :حل«  

  .كنيم  بهينه موارد زير را رعايت مي صورت بهرسم اين درخت براي . براي حل چنين مسائلي، بهترين راه استفاده از درخت بازگشت است
  . دهد ميگره را نشان  هاي ها و قسمت پاييني، خروجي قسمت بالايي، ورودي. كنيم ميقسمت تقسيم  2هر گره از درخت بازگشت را به ) 1
خواهد بودمساله  حلپذيرد و خروجي آن  ميرا مساله ورودي، ورودي عنوان  بهدرخت بازگشت،  هريش :نكته .  
  . شود  بازگشتي موجود در برنامه تعيين مي هاي تعداد فرزندان هر گره با توجه به تعداد فراخواني) 2
  . كنيم  هاي فرزندان هر گره و خروجي گره را مشخص مي  ارتباط بين خروجي) 3
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خواهيم گسترش دهيم، موجود  كه گرهي مشابه گرهي كه مي شرطي دهيم، به  موجود را با تكنيك فوق گسترش مي هاي گره مياتم) 4
  . مساوي دارند هاي مشابه، ورودي هاي گره. نباشد

  . شوند مياست گسترش داده ن بازگشت منطبقشان با پايه  هايي كه ورودي گره) 5
مورد نظر از يك تابع بازگشتي، يكسان است و آنچه در  هاي خاصيت ميتماازاي  بهساختار مطرح شده براي درخت بازگشت،  )6

  . پايه بازگشت استعنوان  بهفرزندان يك گره و مقادير طرح شده  هاي خواص درخت متفاوت خواهد بود، ارتباط بين خروجي
بازگشتي  هدر اين حالت بهتر است يك رابط. شود مياده از درخت بازگشت توصيه نورودي بسيار بزرگ باشد، استف هاگر انداز )7

  . دقت آن را حل كنيم آورده و بهدست  بهدقيق 
  : توان از طريق بازگشتي نيز حل نمود را نيز مي سوالاين 

  :گيريم بازگشتي از پشته كمك ميمساله براي حل 
) R( ) R( ) R( )

) R( ) R( ) R( )

) R( ) R( ) R( )

) R( ) R( ) R( )

 
 
 
 

4 2 1 1
3 3 2 2
2 4 3 3
1 5 4 4

  

)Rكنيم چون  حال از بالاي پشته شروع مي ) 1 )Rاست پس  1 )   2 1 1 )Rشود  مي 2 را از بالاي پشته برداشته و مقدار  2(
)R هآن را در محاسب )Rتا محاسبه ..... همين ترتيب  بريم و به كار مي به 3( كنيم كه برابر  رويم و آن را محاسبه مي پيش مي 5(

)Rاست با  )   5 8 8 16  
 مقدار  مقابل هدر برنام: تست F ,3   چند است؟  6

1 (2   
2 (3   
3 (8   
4 (4   

 
4«گزينه  :حل«  
 در فراخواني زير براي: تستn     ).يك ضرب نياز دارد Squareفرض كنيد هر عمل (؟ شود مي، چند ضرب انجام 8

 

     

Function count n

if n then return

if n then return

if n then return

return Count n square count n ;





  

0 1
1 2
2 3

2 4

  

1( 4  2( 8  3( 10  4( 9  
2«گزينه  :حل«  

  :باشد  زير مي صورت بهدرخت بازگشت 

  
ازاي هر  از طرفي به. باشد حزب مي 4كه نياز به  S c(n) پس .است نيز يك ضرب نياز :   4 4 8  

 
 

   


int F int m,int n

if m ||n | m n

return

else

return F m ,n F m ,n

  

   

1 1
1

1 1 1
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