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«ن والقلم و ما يسطرون»
كلمه نزد خدا بود و خدا آن را با قلم بر ما نازل كرد.

به پاس تشكر از چنين موهبت الهى، موسسه ماهان درصدد 
برآمده است تا در راستاى انتقال دانش و مفاهيم با كمك اساتيد 
مجرب و مجموعه كتب آموزشى خود براى شما داوطلبان ادامه 
تحصيل در مقطع كارشناسى ارشد، گام موثرى بردارد. اميد است 
تلاش هاى خدمتگزاران شما در اين موسسه پايه گذار گام هاى 

بلند فرداى شما باشد. 
مجموعه كتاب هاى كمك آموزشى ماهان به منظور استفاده 
تاليف  آزاد  و  سراسرى  ارشد  كارشناسى  كنكور  داوطلبان 
شده اند. در اين كتاب ها سعى كرده ايم با بهره گيرى از تجربه 
اساتيد بزرگ و كتب معتبر داوطلبان را از مطالعه كتاب  هاى 

متعدد در هر درس بى نياز كنيم. 

ذيل  به صورت  دانشجويان  ساير  براى  ماهان  تاليفات  ديگر 
مى باشد:

كنكور  مرحله   5 شامل  8  آزمون:  كتاب هاى  مجموعه 
آزمون  مرحله   3 همراه  به  اخير  سال   5 ارشد  كارشناسى 
براى  كه  مى باشد  تشريحى  پاسخ  با  همراه  ماهان  تاليفى 
اين  است.  شده  طراحى  كنكور  سوالات  نمونه  با  آشنايى 
كنكور و  ساله اخير  به تحليل 3  با توجه  مجموعه كتاب ها 
مناسبى  اطلاعات  دروس،  از  هريك  در  مباحث  بودجه بندى 

جهت برنامه ريزى درسى در اختيار دانشجو قرار مى دهد.

مجموعه كتاب هاى كوچك: شامل كليه نكات كاربردى در 
كه  مى باشد  ارشد  كارشناسى  كنكور  مختلف  گرايش هاى 
آخر  ماهه   2 در  مباحث  جمع بندى  جهت  دانشجويان  براى 

قبل از كنكور مفيد مى باشد.
محترم  همكاران  و  مولفان  اساتيد،  مجموعه  از  بدين وسيله 
خانواده بزرگ ماهان كه در توليد و به روزرسانى تاليفات ماهان 

نقش  موثرى داشته اند، صميمانه تقدير و تشكر مى نماييم. 
دانشجويان عزيز و اساتيد محترم مى توانند هرگونه انتقاد و 
پيشنهاد درخصوص تاليفات ماهان را از طريق سايت ماهان 

به آدرس mahan.ac.ir با ما در ميان بگذارند.
موسسه آموزش عالى آزاد ماهان



مقدمه مولف
مجموعه اى كه پيش رو داريد حاصل سال ها تجربه تدريس در دانشگاه ها و مؤسسات مختلف است. 
در اين مجموعه سعى شده با جمع آورى مناسب سرفصل ها و با تكيه بر حل تست هاى كنكورهاى 
مديريت،  رشته هاى  در  مقاطع  اين  آزمون  در  رقابت  براى  را  داوطلبين  دكترى،  و  ارشد  كارشناسى 

حسابدارى، اقتصاد و سنجش از دور و .... آماده سازيم.
و  مسئولين  تمام  و  ماهان  آزاد  عالى  آموزش  موسسه  محترم  رياست  سيارى،  دكتر  آقاى  جناب  از 

دست اندركاران اين مؤسسه به خاطر همكارى بى مثالشان تشكر مى نمايم. 

از جناب آقاى پرفسور صالحى فتح آبادى و جناب آقاى دكتر شيردل، اساتيد راهنماى دوره كارشناسى 
ارشد و دكتراى خود نيز سپاسگزارم كه چهره زنده رياضيات را به من نشان داده اند.

از پدر فداكار و مادر مهربانم به خاطر تمام زحمات عاشقانه اشان در طول زندگيم، بى نهايت سپاسگزارم. 
اين دو بزرگوار همواره در تمام لحظات مشوق من براى تحصيل و تدريس در امر آموزش بوده اند.

از همسر عزيزم يك دنيا قدردان هستم كه در تمام لحظات زندگى مشوق و پشتيبان من بوده است. 
بى شك تمام زمانى كه صرف اين اثر شد متعلق به او مى باشد. اين اثر را به پدر فداكار، مادر مهربان 

و همسر عزيزم تقديم مى نمايم.
داوطلبين عزيز، هنگام مطالعه اين كتاب، سعى كنيد از فرمول ها و روش ها براى خود خلاصه نويسى 
انجام دهيد. با مطالعه متن درس و مثال هاى هر فصل، سعى كنيد آمادگى لازم براى حل سوالات 
پايان هر فصل را كسب كنيد. بى شك اين مجموعه، همانند تمامى آثار ديگر، عارى از اشتباه نيست. 
خواهشمندم نكات، توصيه ها و نظرات خود را به Hassan.Rezapour@gmail.com ارسال 
شما  تمامى  براى  گردد.  حاصل  چشمگيرى  بهبود  بعدى،  چاپ هاى  در  آنها  از  استفاده  با  تا  نمائيد. 

عزيزان، آرزوى موفقيت و پيروزى دارم.

به اميد مسيرى پرطراوت به فردايى روشن      
           دكتر حسن رضاپور
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فصل اول

تابع

 تعریف تابع 
رابطه: مجموعه ای از زوج مرتب ها را یک رابطه می نامیم. 

*مثال 1: مجموعه های A و B و C در زیر یک رابطه هستند:
A {( , ),( , ),( , ),( , )} B {( , ),( , ),( , )} C {( , ),( , ),( , )}= = =1 2 3 4 2 5 4 3 1 2 2 5 1 6 1 2 4 2 1 2

 
  

تابع: یک رابطه که در آن هیچ دو زوج مرتب متفاوتی دارای مؤلفه های اول برابر نباشند تابع نام دارد. به عبارتی یک رابطه بیانگر تابع است، هر گاه  
زوج های مرتب با مؤلفه های اول برابر، مؤلفه دوم یکسان داشته باشند. 

*مثال 2: مجموعه های A و B و C در *مثال 1 را در نظر بگیرید. کدام یک از آنها تابع نمی باشد؟
مجموعه A یک تابع است، زیرا هیچ یک از زوج مرتب های این مجموعه دارای مؤلفه اول یکسانی نیستند.

) دارای مؤلفه اول برابر هستند )عدد یک( ولی مؤلفه های دوم آنها برابر نیست. ),1 2 ) و  ),1 6 مجموعه B تابع نیست، زیرا دو زوج مرتب 
) دارای مؤلفه های اول برابر هستند، چون مؤلفه های دوم آنها نیز برابر است  ),1 2 ) و  ),1 2 مجموعه C یک تابع است. با وجود اینکه زوج های مرتب 

پس طبق تعریف، مجموعه C بیانگر یک تابع است. 

) یک تابع باشد. )( )( ) ( ){ }A , , , x , x ,= − − +22 2 1 5 2 2 1 8 *مثال 3: مقدار x را طوری بیابید که مجموعه

دارای مؤلفه اول برابر هستند پس باید مؤلفه دوم آنها نیز برابر باشند پس:    ( , )2 2 و   ( , x )−22 2 چون دو زوج مرتب
 x x x= − ⇒ = ⇒ = ±2 22 2 4 2

حال A را برای دو مقدار به دست آمده برای x بررسی می کنیم:
( )( )( )( ){ }
( )( )( )( ){ }

x A , , , ,

x A , , , ,

= ⇒ = −

= − ⇒ = − −

1

2

2 2 2 1 5 2 2 3 8

2 2 2 1 5 2 2 1 8

) که  ),−1 5 ) و  ),−1 8 A2 به خاطر وجود زوج های مرتب  ، آنگاه  x = −2 x ، آنگاه مجموعه A1 یک تابع است. ولی اگر  = 2 واضح است که اگر 
x یک تابع است.  = 2 دارای مؤلفه اول یکسان ولی مؤلفه دوم نابرابر هستند نمی تواند تابع باشد، پس مجموعه A به ازای 

تعریف دیگری از تابع: 
f را توسط زوج هاي مرتب به صورت زیر مشخص مي نماییم: تابع 

f {(x, y) | x A , y f (x)} {(x,f (x)) | x A}= ∈ = = ∈
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*مثال 4: 
f {(x, y) | x { , } , y x} {( , ),( , )}= ∈ = =2 3 2 2 4 3 6

y را متغیر وابسته مي نامیم. x را متغیر مستقل و  در اینجا 

 نحوه تشخیص تابع 
y نتیجه شود. y=1 2 ، تساوی  x x=1 2 ) یک تابع است، هر گاه از تساوی  )y f x= الف( با استفاده از ضابطه تابع: ضابطه 

*مثال 5: اگر x متغیر مستقل باشد، کدام یک از روابط زیر تابع است؟      )كارشناسي ارشد - اقتصاد سراسری(
sin y x=  )4  x y+ − =2 2 1 0 )3  y x+ − =2 1 0  )2  y x= +2 1 )1

حل: گزینه 2
y را نتیجه بگیریم. در گزینه 2 داریم: y=1 2  ، x x=1 2 باید از تساوی 

x x x x x x y y= ⇒ = ⇒ − = − ⇒ =2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 21 1

علت رد سایر گزینه ها: اگر در گزینه 1، مقدار x را 8 قرار دهیم، داریم:
x y y y= ⇒ = + ⇒ = ⇒ = ±2 28 8 1 9 3

اعضای این رابطه اند که به ازای یک مقدار x برای y دو مقدار به دست آمده، لذا گزینه 1 تابع نیست. ( ),−8 3 ) و ),8 3 و این یعنی
در گزینه x ،3 را صفر قرار دهید لذا: 

x y y y= ⇒ − = ⇒ = ⇒ = ±2 20 1 0 1 1

در گزینه 4، مقدار x را صفر قرار دهید لذا: 
x sin y y , , ,...,k ,...= ⇒ = ⇒ = π π π0 0 0 2

ب( با استفاده از نمودار تابع: اگر هر خط موازی محور y ها، نمودار را حداکثر در یک نقطه قطع کند، آنگاه آن نمودار، یک تابع است. به عبارت دیگر هر 
گاه اگر خطی موازی محور yها بتوان رسم کرد که نمودار را در دو نقطه )و یا بیش از دو نقطه( قطع کند، آنگاه آن نمودار نمی تواند نمودار یک تابع باشد.

*مثال 6: کدام یک از نمودارهای زیر بیانگر نمودار یک تابع نیست؟

                

      
                                         )الف(                                        )ب(                   )ج(                           )د(

 حل: گزینه 2  
ها رسم کرد که نمودار تابع را در دو نقطه قطع  کند؛ یعني به ازاي یک  y نمودار )ب( بیانگر نمودار یک تابع نیست، زیرا می توان خطي موازي محور 

y یافت مي شود. x دو مقدار براي  مقدار براي 
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 تعریف تابع 
دامنه: اگر تابع را به صورت مجموعه ای از زوج های مرتب در نظر بگیریم، به مجموعه مؤلفه های اول زوج های مرتب دامنه تابع گوییم؛ به عبارت دیگر 

مجموعه کلیه مقادیری که متغیر x می تواند اختیار کند را دامنه تابع می نامیم.
fD نمایش مي دهند در واقع این مجموعه با نماد ریاضي به صورت این مجموعه را با 

fD {x | f (x) R}= ∈
f با معني است. (x) f به این معناست که  (x) R∈ نمایش داده مي شود. توجه کنید که 

) را بیابید. )( )( )( )( ){ }A , , , , ,= 1 2 3 4 2 5 4 3 1 2 *مثال7: دامنه تابع
A دامنه { }AD , , ,= = 1 3 2 4  

  
به دست آوردن دامنه تابع با استفاده از نمودار و ضابطه:

اگر نمودار یک تابع به صورت روبه رو باشد:

] می باشد. ]b,a دامنه تابع، مقادیری است که از تصویر کردن نمودار تابع روی محور xها به دست می آید. در این *مثال دامنه تابع 
برای یافتن دامنه تابع از روی ضابطه، با توجه به نکات زیر و به دست آوردن محدودیت ها برای x، اشتراک آنها، دامنه تابع را به دست می آوریم:

نکات مربوط به دامنه تابع: 
( می باشد.  ( ),−∞ +∞  )مجموعه اعداد حقیقی  1- دامنه توابع چندجمله ای، 

( ) n n
n n ff x a x a x ... a x a D−

−= + + + + ⇒ =1
1 1 0 

2- دامنه توابع کسری برابر است با تمام اعداد حقیقی به جز ریشه های مخرج کسر

q(x) را  مساوی صفر قرار داده و مقادیر x را می یابیم)ریشه های  ) باشد، برای یافتن دامنه ابتدا 0= ) ( )
( )

p x
f x

q x
= به عبارتی اگر تابع به صورت 

مخرج را پیدا می کنیم( پس دامنه f برابر خواهد شد با: 

( ){ }fD x | q x= − =



0

 { }x x
ye e x Ln D ln− = ⇒ = ⇒ = ⇒ = −5 0 5 5 5  را بیابید.

x
xy
e

+=
−

2 4
5

*مثال 8: دامنه تابع 
  

) برابر است. )f x ( رادیکال هیچ محدودیتی ایجاد نمی کند و دامنه y با دامنه  ( )ny f x+= 2 1 3- در توابع رادیکالی با فرجه فرد )به صورت 

*مثال 9: دامنه توابع زیر را بیابید.

xy
x
−=
−

2
52 2

9
1

ب(          y x x= − +3 2
1 2 4 1 الف( 

حل: 
x که یک چندجمله ای است برابر است لذا  x− +22 4 y1 با دامنه1 الف( چون فرجه رادیکال فرد است، پس رادیکال محدودیتی ایجاد نکرده، لذا دامنه

. y1 برابر است با دامنه 
x که یک تابع کسری است برابر است 

x
−
−

2

2
9
1

y2 با دامنه تابع تحت رادیکال برابر است و طبق نکته 2، دامنه  ب( چون فرجه رادیکال فرد است، دامنه 
} پس: }−  

با 

ریشه های مخرج

ریشه های مخرج
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x x x− = ⇒ = ⇒ = ±2 21 0 1 ریشه های مخرج  1 { }yD ,⇒ = − −
2

1 1  

( دامنه تابع برابر است با مقادیری که به ازای آنها تابع زیر رادیکال منفی نشود، پس: ( )ny f x= 2 4- در توابع رادیکالی با فرجه زوج )به صورت 

( ) ( ){ }y f xD D x | f x= ≥ 0

) کدام است؟                                                   )كنكور كارشناسي ارشد – سراسري اقتصاد( ) xf x
x

=
+1

*مثال 10: دامنه تابع با ضابطه 

x < −1 x یا  ≥ 0  )4  x ≤ −1 x یا  ≥ 0  )3  x− < ≤1 0 )2  x− ≤ <1 0 )1
حل: گزینه 4

چون فرجه رادیکال زوج است باید تابع زیر رادیکال منفی نشود؛ پس با استفاده از تعیین علامت داریم: 
⇒x ریشه مخرج  = x       ریشه صورت1− x

x
≥ =

+
0 0

1

x
x 01

− +−



 باوج

x +1
x

x +1

++−

 فيرعت+−+
 هدشن



 باوج







راه حل تستی: x نمی تواند عدد 1- را اختیار کند )زیرا 1- ریشه مخرج است.( پس گزینه های 1 و 3 نادرست هستند. برای یافتن گزینه صحیح بین 

( پس 1 عضو دامنه است، لذا گزینه 2 نیز نادرست است. ( )f = 11
2

) می تواند عدد 1 را اختیار کند )زیرا  )f x گزینه های 2 و 4، برای مثال چون 

) باید داشته باشیم: ) ( )
( )U x

V xf x log= 5- برای یافتن دامنه توابع لگاریتمی به صورت 

) می باشد. )f x ،  xهای به دست آمده حاصل از اشتراک قسمت های الف، ب و ج دامنه ( )V x ج( 1≠  ( )V x > 0 ب(   ( )U x > 0 الف( 

( )g x > 0 ) کافی است قرار دهیم:  ) ( )f x Ln g x= تبصره 1: پس برای یافتن دامنه 

y برابر است با: log f (x)= تبصره )2(: دامنه تابع 

f (x)
log f (x) log f (x)

log f (x)
>

⇒ ≥ ⇒ ≥ ≥

0
1 1

0

x را به دست آورید. xy log −
=

25
4

*مثال 11: دامنه تابع 

با توجه به تبصره 2 نکته 5 داریم:
x xf (x) x x x D [ , ]−

≥ ⇒ ≥ ⇒ − + − ≥ ⇒ ≤ ≤ ⇒ =
2

251 1 5 4 0 1 4 1 4
4

 کدام است؟                  )حسابداری ـ ارشد سراسری(
x

x
ey ln
e

 −
=   + 

1 2
1

*مثال 12: دامنه تابع 

( ), Ln−∞ − 2  )4  ( ),−∞ 1  )3  +


 )2    )1
حل: گزینه 4

+xe همواره و به ازای هر x ای  ≠1 0 +xe ، اما  ≠1 0  و چون این عبارت کسری است باید 
x

x
e
e

− >
+

1 2 0
1

با استفاده از تبصره )1( نکته 5 باید 
برقرار است پس باید:

تعریف
 نشده

تعریف
 نشده
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( )

xx
e x x x

x
e e e e x ln x ln x ln
e
x , ln

+ > −−  > → − > ⇒ > ⇒ < ⇒ < ⇒ < ⇒ < − 
 +

⇒ ∈ −∞ −

1 0 11 2 1 10 1 2 0 1 2 2 2
2 21

2

) پس گزینه های 1 و 3 نادرست هستند.  )f ln  = − 
 

10
2

x نمی تواند عضو دامنه باشد، زیرا جلوی ln را منفی می کند:  = 0  راه حل تستی: دقت کنید 

x هم نمی تواند عضو دامنه باشد چون جلوی ln را منفی می کند: گزینه 2 نیز نادرست است زیرا1=

)پس گزینه 4 صحیح است. )




ef ln( )
e

−=
+

1 21
1

 

. ( )h x a می باشد برابر است با دامنه  a  و0≠ ) که0< ) ( )h xp x a= ) یا  ) ( )( )g x cos h x= ) یا  ) ( )( )f x sin h x= 6- دامنه توابع 

 { }
{ }

f h(x)

f h(x)

f (x) tan(h(x)) D D x h(x) k

f (x) cot(h(x)) D D x h) (x) k

) π= ⇒ = ≠ π +

= ⇒ = ≠ π

2
7

8





) می باشــد. پــس بــه طــور خــاص دامنــه  ) ( ){ }p xD x | p x |≤1 ) بــه صــورت  )( )Arccos p x ) و  )( )Arcsin p x 9- توابــع بــه صــورت 
. x Arccos برابــر اســت بــا 1≥ x Arcsin و  x

 . ( )h x ) برابر است با دامنه  )( )Arccot h x ) و  )( )Arc tan h x 10- دامنه 

 
) کدام است؟                                                      )مدیریت و حسابداری ـ ارشد سراسری( ) xf x log

x
+= 2
2 *مثال 13: دامنه تابع 

[ ) ( ], ,−10 0 2

)4  ( ) ( ), ,−2 0 01

)3  ( ),−2 0 )2  ( ],0 2 )1

 حل: گزینه 4
( و مخرج کسر هم صفر  xlog

x
+ ≥2
2 0 ( و تابع زیر رادیکال منفی نمی تواند باشد. )ب  x

x
+ >2
2 0 چون تابع جلوی لگاریتم باید مثبت باشد: )الف 

( اشتراک xهای حاصل از الف و ب و ج دامنه تابع است:  x ≠2 نباشد. )ج 0

)الف
 

xx x x
x
+ > → + > ⇒ > −

2

2
2 0 2 0 2

ب x x x)log log log
x x x
+ + +

≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥2 2 2
2 2 20 1 1  

[ ]x ,⇒ ∈ −1 2

)ج x x≠ ⇒ ≠2 0 0

حل: 
 

[ ) ( ]x x x x , ,> − + ≥ ≥ − ≠ ⇒ ∈ −2 2 1 0 10 0 2  

 

مثبت

منفی

       همیشه
مثبت است
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  تذکر: برای یافتن اشتراک می توانید از محور اعداد کمک بگیرید.

) پس 2 می تواند عضو دامنه باشد. لذا گزینه های 2 و 3 غلط هستند. اما از بین گزینه های 1 و 4 چون اگر )f log= = =2 1 0 حل تستی: داریم 0
، پس 1- هم می تواند عضو دامنه باشد. لذا گزینه 4 صحیح است. ( )f log− = =1 1 0 x  باشد، مشکلی ایجاد نمی کند:  = −1

 برد تابع 
تعریف برد: اگر تابع را به صورت مجموعه ای از زوج های مرتب در نظر بگیریم، به مجموعه مؤلفه های دوم زوج های مرتب برد تابع می گوییم.

fR نشان داده و به صورت: f نام دارد و با  y مي تواند اختیار کند برد  به عبارت دیگر مجوعه کلید مقادیري که متغیر وابسته 
f fR {y | y f (x) , x D }= = ∈

تعریف مي شود.
A را بیابید. {( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}= 1 2 3 4 2 5 4 3 1 2 *مثال 14: برد تابع 

حل:
Aبرد { }fR , , ,= = 2 4 5 3  

یافتن برد با استفاده از نمودار و ضابطه:

اگر نمودار یک تابع به صورت روبه رو  باشد، برد تابع، مقادیری است که از تصویر کردن نمودار تابع روی محور yها به دست می آید. در این *مثال برد 
] می باشد. ]d,c تابع 

برای یافتن برد از روی ضابطه تابع به نکات ذیل دقت کنید: 
نکات مربوط به برد تابع:

) برابر است با: )g x ax b= −2 ) و  )f x ax b= + ، برد توابع به صورت  a,b > 1( اگر 0

{ } [ )f gR R ,+= = = +∞0 0 

, b 
 0 ) برابر است با:  )f x b ax= − 2 a,b برد تابع  > 2( اگر 0

a a, −  2 2 axf همواره برابر است با:  (x)
x

=
+2 1

3( برد تابع 

*مثال 15: برد توابع زیر را بیابید.

y x= − 2
3 4 y                     ج(  x= −2

2 4 y                    ب(  x= +1
2 7
3

الف( 
حل: 

[ ),+∞0 y2 با توجه به نکته 1 برابر است با:  y1 و  برد توابع 

 
[ ], ,  = 0 4 0 2 y3 با توجه به نکته 2 برابر است با:  برد تابع 
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y کدام است؟                          )كارشناسي ارشد – سراسري حسابداری( x= − 21 *مثال 16: برد تابع
[ ],−11  )4  [ ],01  )3  +


 )2  ( ),− −11

 )1
حل: گزینه 3

با توجه به نکته 2 پاسخ واضح است. 

) به ازای )f u ) ، با محاسبه  )u xα ≤ ≤ β ) تابعی از x و کراندار می باشد  )u x ) که  ) ( ) ( )y x au x bu x c= + +2 4( در توابع به صورت 

) به ازای uهای فوق می باشد.  )f u bu و مقایسه آنها، برد y بین کمترین و بیشترین 
a
−=
2

u و  = β u  و = α

y را محاسبه نمایید.  sin x sin x= + −2 2 *مثال 17: برد 1
u ، پس اطلاعات مسئله به شکل زیر  sin x− ≤ = ≤1 1 u تا به فرم کلی شماره 4 دست پیدا کنید. ضمناً  sin x= حل: کافی است قرار دهید 

می باشد:
f (u) u u u

f (u)f (u) , f (u) , buu u
a

= + − α = − ≤ ≤ = β

= = −= = − − −
= = = −= = −

2 2 1 1 1

22 2 2 11 1 2 2

می باشد.  [ ],−2 2 پس برد تابع بین 2- و 2 یعنی

ax می باشد، داریم: by
cx d

+=
+

5( در توابع هموگرافیک که به صورت 

yدامنه { }y
d: D
c

= − −

 y برد { }y
a: R
c

= −

) در مجموعه اعداد حقیقی کدام است؟                )كارشناسي ارشد – سراسري مدیریت( ){ }xf x, y | y ,x, y
x
+= = ∈4



*مثال 18: برد تابع 

+


 )4    )3  { }− 0  )2  { }− 1  )1
حل: گزینه 1 

 { } { }a
c

− = − 1  بنابر نکته 5 برد y برابر است با:                                                                                                        

5( با استفاده از ضابطه معکوس تابع:
) باشد،  )f x f   معکوس تابع  (x)−1 این بخش در قسمت تابع معکوس به تفصیل بحث خواهد شد. در اینجا فقط به این نکته اشاره می کنیم که اگر

ffR D− =1 ) و  )f f xR D −= 1 آنگاه: 
پس برای یافتن برد یک تابع، اگر آن تابع معکوس پذیر باشد، با یافتن معکوس آن، دامنه تابع معکوس را به عنوان برد تابع اصلی لحاظ می نماییم.

) را با استفاده از ضابطه معکوس تابع بیابید.  ) xf x
x
−=
+

4 3
2

*مثال 19: برد تابع 
حل: برای یافتن معکوس تابع باید x را بر حسب y یافت:

xy
x
−=
+

4 3
2

( )yx y x yx x y x y y+ = − ⇒ − = − − ⇒ − = − −2 4 3 4 3 2 4 3 2

) برد ) ( ) { } ff x
y xx f x D R f

y x
−

−− − +⇒ = ⇒ = ⇒ = − = =
− −

1
13 2 3 2 4

4 4


  
6( در بخش معرفی چند تابع مهم، برد و دامنه آنها را به خاطر بسپارید که می توان از آنها به خوبی برای یافتن دامنه و برد توابع کمک گرفت. در این 

قسمت بر حسب نیاز فقط به دو مورد بسیار مهم اشاره می کنیم: 

و
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ب( توابع لگاریتمی الف( توابع نمایی   

: xy e= الف( تابع نمایی
xy به صورت روبه رو  است: e= نمودار 

 می باشد. ضمناً:  ، xy e= دامنه 
. y< <0 x  آنگاه 1 <0 ،   ج( اگر  y x آنگاه 1= = 0 ،   ب( اگر   y x آنگاه 1< >0 الف( اگر 

( )yR ,= +∞0 پس y هیچگاه منفی و یا صفر نمی شود؛ یعنی برد y برابر است با: 
ب( تابع لگاریتمی:

a ( به صورت روبه رو  می باشد: x )که1<
ay log= )i( نمودار تابع 

+ است. ضمناً:


 ،y دامنه
y < >x آنگاه 0 <0 1 ج( اگر   y = 0 x آنگاه  ب( اگر 1=  y > 0 x آنگاه  الف( اگر 1<

y در این قسمت قرار می گیرد.  Lnx=   تذکر: تابع 
>a به صورت روبه رو  می باشد: <0 1 x که 

ay log= )ii( نمودار تابع 

+ است. ضمناً برای برد به نکات زیر توجه نمایید:


 ، y دامنه
y > 0 >x آنگاه  <0 1 y         ج( اگر  = 0 x آنگاه  y         ب( اگر0= < x آنگاه 0 الف( اگر 1<

) کدام است؟                                                                    )كارشناسي ارشد – سراسري مدیریت( )y Ln x= +22 1 *مثال 20: برد تابع 

[ ),+∞0  )4  , +∞ 
 
1
2

 )3  ( ),01  )2  


 )1
 حل: گزینه 4

. t ≥1 y که در آن  Lnt= . پس  t ≥1 ، ضمناً  t x= +22 ) قرار دهید 1 )y ln x= +22 1 در
)1(   y = 0 ، آنگاه  t با استفاده از نکته در صفحة قبل اگر 1=

)2(  y > 0 ، آنگاه  t و اگر 1<
] می باشد.  ),∞0 ) یعنی  ) ( )1 2

پس برد تابع 
  

xy برابر است با:                  )كارشناسي ارشد – سراسري حسابداری( e− += + 12 *مثال 21: برد تابع حقیقی f به معادله 

( ),+∞2  )4  { }+ 0 
 )3  ( ],−∞ 2  )2    )1
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حل: گزینه 4
te مقادیر  را اختیار کند پس 


. چون x می تواند همه مقادیر ty e= +2 ، پس  t x= − با توجه به نکته 6- الف دامنه تابع R می باشد. قرار دهید 1+

 . ( ),+∞2 xy برابر است با  e− += + 12 ) را می تواند بگیرد. پس برد تابع  ),+∞2 te+2 مقادیر  ) را می تواند اختیار کند لذا  ),+∞0

)كارشناسي ارشد – سراسري مدیریت(  کدام است؟ 
x

y e
−

=

2

2 *مثال 22: برد یا حوزه مقادیر تابع f به معادله 
( ],01  )4  ( ),01  )3  +

 )2   )1
حل: گزینه 4

، آنگاه  t < 0 y و اگر  =1 t ، آنگاه  = 0 ty که اگر  e= ) بنا به نکته 6، الف  ]t ,∈ −∞ 0 ، پس  xt = −
2

2
 می باشد. قرار دهید  دامنه تابع 

 . y< ≤0 t لذا 1 ≤ 0 >y پس چون  <0 1
  

  تابع یك به یك 

 را یک به یک می گوییم هر گاه به ازای هر y از برد تابع، تنها یک x از دامنه نظیر شده باشد.
( )

f : A B
y f x

→
 =

تعریف: تابع 

راه های تشخیص یک به یک بودن یک تابع
ب( با استفاده از نمودار تابع الف( با استفاده از ضابطه تابع  

 ( ) ( )f x f x=1 2 ) یک به یک است هر گاه بتوان از تساوی  )f x الف( تشخیص یک به یک بودن تابع با استفاده از ضابطه تابع: گوییم تابع 
( ) ( )( )fx D : f x f x x x∀ ∈ = ⇒ =1 2 1 2 x را نتیجه گرفت:  x=1 2 تساوی 

y یک به یک است؟  x− =2 *مثال 23:  آیا تابع 1
yحل: خیر تابع یک به یک نیست. x

y y x x x x x

= +

= ⇒ + = = ⇒ = ±

2

2 2 2
1 2 1 1 2 1 2

1
1

 .) x x= −1 2 یا x x=1 2 ، بلکه نتیجه گرفتیم x x=1 2 نتیجه بگیریم y y=1 2 )یعنی نتوانستیم از x x= ±1 2 y داریم: y=1 2 پس از تساوی
  

ب( تشخیص یک به یک بودن تابع با استفاده از نمودار آن: 
اگر هر خط موازی محورxها، نمودار تابع را حداکثر در یک نقطه قطع کند آنگاه تابع مدنظر، یک به یک می باشد. در نمودارهای رسم شده زیر شماره های 

1 و2 نمودار یک تابع یک به یک هستند ولی نمودارهای شماره 3 و 4، یک به یک نمی باشند. 

 نکات زیر برای توابع یک به یک حائز اهمیت می باشند: 
الف( توابع ثابت، زوج و متناوب یک به یک نیستند. 

ب( یک تابع پیوسته، یک به یک است اگر و تنها اگر اکیداً یکنوا باشد.



18

ت
ریاضی مدیری

*مثال 24: یک به یک بودن توابع زیر را بررسی کنید. 

y sin x=  )1

با توجه به نمودار تابع که به صورت   می باشد واضح است تابع یک به یک نیست. 

) نقاط این تابع هستند پس واضح است تابع یک به یک نیست.  , ) , ( , )π0 0 0 y یعنی  sin sin= = π =0 ضمناً 0

 x ,π π ∈ −  2 4
y  و   sin x=  )2

با محدود کردن دامنه تابع، نمودار آن به صورت   می باشد که واضح است تابع یک به یک است. 

xy e=  )3
xy پس تابع اکیداً صعودی است پس یک به یک است.  e′ = > چون 0

 xy x e= 2  )4
x تا نشان دهیم تابع یک به یک است اما:  x=1 2 y نتیجه بگیریم  y=1 2 باید از تساوی 

x xy y x e x e x x x x= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ±1 22 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

پس تابع یک به یک نمی باشد. 
 y x x= +  )5

yیک به یک نیست  y x x x x x x x x x x x x= ⇒ + = + ⇒ + = + ⇒ = ⇒ = ± ⇒1 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2

y x x= +  )6
y y

x
′ ′= + ⇒ > ⇒11 0

2
⇒ اکیداً صعودی  یک به یک 

 تابع معكوس و معكوس تابع 

با جابه جا کردن دامنه و برد یک تابع رابطه جدیدی به دست می آید که به آن معکوس تابع می گوئیم. اگر این رابطه خود نیز یک تابع باشد به آن تابع 
معکوس گوئیم و این دو تابع را معکوس یکدیگر می نامیم. 

y نمایش می دهیم.  f (x)− −=1 1 y را با  f (x)= معکوس تابع 
f عوض مي شود یعني داریم:  f جاي مولفه هاي  −1 f را به عنوان مجموعه اي از زوج هاي مرتب در نظر بگیریم، در تابع  به عبارت دیگر اگر تابع 

f {(x, y) | y f (x)}− = =1

) برابر است. )f fR D −= 1 ) و برد تابع با دامنه تابع معکوسش  )f fD R −= 1  دامنه تابع برابر برد تابع معکوسش 

f گویند هر گاه: g را معکوس   اگر تابعي یک به یک باشد، 
fog(x) gof (x) x= =

f نمایش داده و داریم: −1 f را با  معکوس تابع 
( ) ( )f f (x) f f (x) x− −= =1 1
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y متقارن مي باشند. x= f نسبت به خط  −1 f و   نمودار تابع 

 
( )(fog) (x) g f (x)− − −=1 1 1

 معکوس تابعي فرد یک تابع فرد است.

قضیه: یک تابع معکوس پذیر است اگر و تنها اگر یک به یک باشد. 

xy ، دامنه و برد آن را بدست آورید. 
x
−=
+

4 3
2

*مثال 25: تابع معکوس 
xy yx y x yx x y
x
−= ⇒ + = − ⇒ − = − −
+

4 3 2 4 3 4 3 2
2

yx(y ) y x
y

+− = − − ⇒ =
−

3 24 3 2
4

f و به جای y قرار دهید x، پس داریم:  (x)−1 حال برای نوشتن تابع معکوس به جای x قرار دهید 
xf (x)
x

− +=
−

1 3 2
4 { } { }f ff f,D R ,D R R− −= = − = = − −1 14 2

 

f و  (x)−1  همان طور که در *مثال بالا دیدید برای یافتن معکوس یک تابع x را برحسب y می یابیم و در نهایت به جای x قرار می دهیم 
 .x قرار می دهیم y به جای

 f of (x) f (f (x)) x− −= =1 1 ) و  )fof (x) f f (x) x− −= =1 1   
 
 

)كارشناسي ارشد – سراسري حسابداری( f کدام است؟   −  
 
 

1 3
2

 ، f (x) x
x

= − 1  ، x > 0 *مثال 26: اگر 

2 )4  2
3

 )3  1
2

 )2  2  )1

f را می یابیم:  (x)−1 xحل: گزینه 4 راه حل اول: ابتدا  xy x y yx x
x x x

− −= − = ⇒ = ⇒ = −
2 2

21 1 1 1

y y y yx yx x yx x ⇒ − = ⇒ − + − = ⇒ − = + 
 

22 2 2
2 21 1 1

4 4 2 4

xy y y y y yx x x>− = ± + ⇒ = ± + → = + +
2 2 2

01 1 1
2 4 2 4 2 4

x xf (x) f− −  ⇒ = + + ⇒ = ⇒ 
 

2
1 1 31 2

2 4 2
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راه حل دوم: 

f (x) x , x f ?
x

−  = − > ⇒ = 
 

11 30
2

و x را از این رابطه بیابیم: f (x) a= f را بخواهند کافی ست قرار دهیم  (a)−1 y داده شده باشد و مقدار  f (x)=  نکته مهم: هرگاه ضابطه 

xf (x) x x x
x x

−= ⇒ = − ⇒ = ⇒ − − =
2

23 3 1 3 1 2 3 2 0
2 2 2

) داریم:  )( )∆ = − − =9 4 2 2 25 با حل این معادله چون 
bx ,

a
− ± ∆ ±

= = = −
3 5 12

2 4 2

x جواب مسأله می باشد.  = 2 x قابل قبول نیست و  = −1
2

x پس  > 0 چون در صورت سؤال قید شده 
  

)كارشناسي ارشد – سراسري مدیریت( f کدام است؟   (x)−1 f باشد آنگاه  (x) x x= − +2 2 4 x و  *مثال 27: اگر 1<

x− + −1 3  )4  x± −1 3  )3  x+ +1 3  )2  x+ −1 3  )1

حل: گزینه 1 راه حل اول: 

y x x (x ) y (x ) x y= − + = − + ⇒ − = − ⇒ − = ± −2 2 22 4 1 3 3 1 1 3

xx y x y f (x) x> −⇒ = ± − → = + − ⇒ = + −1 11 3 1 3 1 3

راه حل دوم: حل تستی
. f (y) x− =1 f صدق می کند یعنی (x)−1 (y,x) در ) آنگاه )y f (x)= f باشد (x) نقطه ای صادق در (x, y) تذکر مهم: اگر

) در آن صادق است گزینه  باشد زیرا: , )4 2 f صادق است و تنها گزینه ای که  (x) ) در  , )2 4 f یعنی  ( ) =2 4 چون 
 + − = + =1 4 3 1 1 2   

)كارشناسي ارشد –مدیریت شهری(  f محور yها را با کدام عرض قطع می کند؟  (x)−1 xf مفروض است. نمودار  (x)
x
−=
+

2 1
2

*مثال 28: تابع 

2 )4  1
2

 )3  −1
2

 )2  -2 )1
حل: راه حل اول: 

xy xy y x x(y ) y
x
−= ⇒ + = − ⇒ − = − −
+

2 1 2 2 1 2 1 2
2

xy xx f (x) f ( )
y x

=− −+ +⇒ = ⇒ = → = ⇒
− −

01 11 2 1 2 10
2 2 2

گزینه 3 صحیح است 

f مدنظر  ( )−1 0 f را بیابید. پس چون ضابطه )f(x داده شده و  ( )−1 0 f محور yها را با کدام عرض قطع می کند یعنی حاصل  −1 راه حل دوم: نمودار 

 

x x x
x
−= ⇒ − = ⇒ = ⇒
+

2 1 10 2 1 0
2 2

است. گزینه 3 صحیح است

)كارشناسي ارشد – سراسري اقتصاد( f کدام است؟  ( )−1 2 xf باشد آنگاه  (x) ln
x
+= 1 *مثال 29: اگر 

ln 2
3

 )4   ln 3
2

 )3  e +2 1 )2
 e −2

1
1

)1
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حل: گزینه 1 سعی کنید سؤال را از روش تشریحی حل کنید. حال به حل تستی آن می پردازیم: 
x x xln ln e ln e e x x x(e )

x x x
+ + += ⇒ = ⇒ = ⇒ = + ⇒ − =2 2 2 21 1 12 1 1 1

x
e

⇒ = ⇒
−2
1
1

  گزینه 1 صحیح است
  

f کدام است؟  −  
 
 

1 3
2

 آنگاه 
x x

x x
e ef (x)
e e

−

−
+=
+
2 *مثال 30: اگر 

0 )4  2
3

 )3  3
2

 )2  1 )1

−xe وجود دارد گاهی بهتر است صورت و مخرج کسر  xe و   بیابیم. در عباراتی که بطور همزمان 
x x

x x
e e
e e

−

−
+=
+

3 2
2

حل: گزینه 4 باید x را از رابطه 
xe ضرب کنیم پس:  را در 

x x x x
x x

x x x x
e e e e e e
e e e e

−

−
+ +

= × ⇒ = ⇒ + = +
+ +

2
2 2

2
3 2 3 2 3 3 2 4
2 2 1

x xe e e x x°⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒2 21 2 0 0  گزینه 4 صحیح است.

  تابع پوشا 
 

. fR B= f را یک تابع پوشا می نامیم هرگاه برد تابع f تمام مجموعه B را شامل شود، یعني هر گاه  : A B
y f (x)

→
 =

تابع 

*مثال 31: پوشا بودن یا نبودن توابع زیر را بررسی کنید. 

f : Q Q
y x
→
=

 )1

y پس برد تابع نیز مجموعه اعداد گویاست پس تابع پوشاست.  x= حل: x تنها مقادیر گویا را می تواند اختیار کند و چون 

f : R R

y x x

→

= + +2 2 6
 )2

y x x (x )= + + + = + +2 22 1 5 1 5 حل: دقت کنید y را می توان به صورت زیر نوشت:                                           

را نمی پوشاند پس y پوشا  ] چون برد تابع کل مجموع , )+∞5 y لذا برد y برابر است با  ≥ 5 ) پس  )x + + ≥21 5 5 ) پس  )x + ≥21 0 چون 
نیست. 

 تابع یكنوا  
این بخش را در فصل مشتق به تفصیل بحث خواهیم کرد. در این جا مختصری به تعریف توابع یکنوا می پردازیم: 

y تابع y را صعودی گوئیم.  y≥1 2 x آنگاه  x≥1 2 تعریف: اگر 
y تابع y را نزولی گوئیم. y≤1 2 x آنگاه  x≥1 2 همچنین اگر 

به توابع صعودی یا نزولی توابع یکنوا گفته می شود. 

 برای تشخیص یکنوایی )صعودی یا نزولی بودن( یک تابع، کافی ا ست از آن مشتق بگیرید.
f آنگاه f نزولی است.  ′ ≤ 0 f آنگاه f صعودی و اگر  ′ ≥ 0 ] داشته باشیم  ]a,b 1( اگر در 
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 يادآوري تعيين علامت چندجمله اي ها 
 

 . y(x ) =0 0 x0 را ریشه یک چند جمله ای نامیم هرگاه  n را یک چند جمله ای درجه n می نامیم.  n
n ny a x a x a x a−

−= + + + +1
1 1

 ax b+ bx حال می توان 
a

= − ax پس  b+ = 0 y )دو جمله ای درجه ی اول(، ریشه به صورت زیر محاسبه می شود،  ax b= + - در حالت خاص 
را به صورت زیر تعیین علامت کرد:

    

b
a

−∞ − +∞x

a موافق علامت    a مخالف علامت  ax b+
y در چه فاصله ای مثبت است؟ x= − +2 3 * مثال 32: علامت 

y y x x= ⇒ = − + = ⇒ = 30 2 3 0
2

−∞ +∞3
2x

-+  x− +2 3

, دارای علامت مثبت می باشد.  −∞ 
 

3
2

پس y در فاصله 

y )سه جمله ای درجه 2( برای یافتن ریشه اقدامات زیر را انجام دهید. ax bx c= + +2 در حالت خاص 
 

b در این صورت xc∆ = −2 4

 

, می باشد.
bx

a
± ∆= −12 2

∆ آنگاه ریشه ها به صورت  > 0 اگر 

bx محاسبه می گردد.
a

= −
2

∆ آنگاه ریشه مضاعف از رابطه  = 0 اگر 

∆ آنگاه معادله ریشه حقیقی ندارد. < اگر 0

اما برای تعیین علامت سه جمله ای درجه 2 از حالات زیر بهره ببرید: 
 :∆ > 0 الف( 

 ) x x<1 2 )فرض کنید 
x x−∞ +∞1 2x

a موافق علامتa مخالف علامتa موافق علامتy

 :∆ = 0 ب( 

       x

a موافق علامتa موافق علامتy

Ìج


0

0

0

0

0
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 :∆ < ج( 0

−∞ +∞       x

a همواره موافق علامتy

xy را بیابید. 
x x

−=
− +

2

2
4

6 5
*مثال 33: دامنه تابع 

x پس: 
x x

−
≥

− +

2

2
4 0

6 5
چون زیر رادیکال نباید منفی شود به دنبال مقادیری از x هستیم که 

, ریشه های صورت x x x ,− + = ⇒ =2 6 5 0 1 5  x x− = ⇒ = ±2 4 0 2

 ( ] ( ] ( )yD , , ,= −∞ − +∞2 1 2 5  پس

 می باشند.
cx
a

x

= 

= 1

a آنگاه ریشه ها به صورت  b c+ + = ax اگر 0 bx c+ + =2 0   در معادله 

 
b cx x , x .x
a a

+ = − =1 2 1 2 ax همواره داریم:  bx c+ + =2 0  در معادله 
 

 توابع زوج و فرد 
( و داشته  fx D− ∈ fx آنگاه  D∈ ) را زوج می نامیم، هرگاه دامنه آن نسبت به مبدأ متقارن باشد )یعنی به ازای هر  )f x تعریف تابع زوج: تابع 

( ) ( )fx D , f x f x∀ ∈ − = باشیم: 
( و داشته باشیم: f fx D x D∀ ∈ →− ∈ ) را فرد می نامیم، هرگاه دامنه آن نسبت به مبدأ متقارن باشد ) )f x تعریف تابع فرد: تابع 

( ) ( )fx D , f x f x∀ ∈ − = −

نکات توابع زوج و فرد:
1( توابع زوج نسبت به محور yها متقارن و توابع فرد نسبت به مبدأ مختصات متقارن می باشند.

) را بررسی نمائید. )p x x x= +2 3 ) و  )g x = 0  ، ( ) nh x x += 2 1 ) و  ) nf x x= 2 *مثال 34: زوج و فرد بودن توابع: 
حل: 

( است و داریم: ) برابر همه مجموعه اعداد حقیقی ) )f x ) : دامنه  ) nf x x= 2 الف( 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n nn nf x x x x x f x f x f x− = − = − = = = ⇒ − =2 2 2 2
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) نسبت به محور y ها متقارن است پس زوج می باشد. )f x ) پیداست  )f x ) یک تابع زوج است. ضمناً همان طور که از نمودار تابع  )f x پس 

 است )متقارن می باشد( و داریم: ) برابر  )h x : دامنه  ( ) nh x x += 2 1 ب( 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n nh x x x h x h x h x+ +− = − = − = − ⇒ − = −2 1 2 1

) نسبت به مبدأ مختصات متقارن است پس فرد می باشد.  )h x ) پیداست  )h x ) یک تابع فرد است. ضمناً همان طور که از نمودار تابع  )h x پس 

است )متقارن می باشد( و داریم:


) برابر  )g x : دامنه  ( )g x = 0 ج( 
g( x) g(x) g(x) g( x) g(x) , g( x) g(x)− = = − = ⇒ − = − = −0

) پیداست که هم نسبت به مبدأ مختصات و هم نسبت به محور yها متقارن است؛  )g x = 0 ) هم زوج و هم فرد است. ضمناً از نمودار  )g x پس 
یعنی هم زوج و هم فرد است.

 است )متقارن می باشد.( ولی: ) برابر )p x . دامنه  ( )p x x x= +2 3 د( 
( ) ( ) ( )p x x x x x− = − + − = −2 3 2 3

) نه زوج و نه فرد است.  )p x ) پس زوج نیست؛ لذا  ) ( )p x p x− ≠ پس p فرد نیست ضمناً  p( x) p(x)− ≠ −

f موجود نباشد.  ( )0 یا  ( )f =0 ) آن است که یا 0 )f x 2( شرط لازم و نه کافی برای فرد بودن تابع 
3( حاصل ضرب و تقسیم یک تابع زوج و یک تابع فرد، تابعی فرد است اما حاصلضرب و تقسیم دو تابع زوج )یا دو تابع فرد( تابعی زوج است.

4( مجموع )تفاضل( دو تابع زوج، تابعی زوج و مجموع )تفاضل( دو تابع فرد، تابعی فرد است. 
5( مجموع )تفاضل( یک تابع زوج و یک تابع فرد )که هیچ کدام تابع ثابت صفر نمی باشند( تابعی است نه زوج و نه فرد. 

) فرد است.  ) ax bf x log
ax b

+ =  − 
6( تابع 

) ، یک تابع زوج است.  )f x c= 7( تابع ثابت، 
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)كارشناسي ارشد – سراسري مدیریت( *مثال 35: کدام تابع بر روی دامنه خودش نه زوج است و نه فرد؟ 

( ) xf x log
x

+=
−

1
1

 )4  ( )f x x
x

= − 2
1  )3  ( )f x x .cos x=  )2  ( )f x x. x=  )1

)حل: گزینه 3   ) ( )
( )

f x x f x x x x
x x xx

 = − ⇒ − = − − = − − = − + 
 −2 2 2 2

1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )f x f x , f x f x⇒ − ≠ − ≠ − نه زوج و نه فرد است⇒ ( )f x

بررسی سایر گزینه ها:
) گزینه 1 ) ( ) ( ): f x x x f x (x x ) f x= ⇒ − = − = − ⇒ فرد است
) گزینه 2 ) ( ) ( ) ( ): f x x cos x f x x .cos x x cos x f x= ⇒ − = − − = = ⇒ زوج است

گزینه 4 ( ) ( )x x x x: f x log f x log log log
x x x x

−+ − + + = ⇒ − = = = − ⇒ − + − − 

11 1 1 1
1 1 1 1

 و گزینه 4 برابر )1 و 1-( می باشند که متقارن هم هستند.  


ضمناً دامنه گزینه های 1 و 2 برابر 

)كارشناسي ارشد – سراسري اقتصاد( *مثال 36: اگر f تابعی حقیقی باشد، کدام تابع بر روی دامنه خود نه زوج است و نه فرد؟  

( )fD : f x x+= = 2
  )2  ( ) ( )f

xD , : f x ln
x

−= − =
+

111
1

 )1

( )fD : f x xsin x= =

 )4   ( )fD : f x x cos x= =

 )3
حل: گزینه 2  

+ نه زوج است و 


x2 با دامنه  + محدود شده است؛ یعنی دامنه تابع متقارن نمی باشد، پس این تابع 


) به  )f x دقت کنید در گزینه 2 دامنه تابع 
نه فرد. ضمناً گزینه های 1 و 3 توابعی فرد و گزینه 4 یک تابع زوج است. 

)كارشناسي ارشد – سراسري حسابداری( ) چگونه است؟  )f x x x= − − +1 1 *مثال 37: تابع با ضابطه 

4( نه فرد و نه زوج 3( هم فرد و هم زوج  2( زوج   1( فرد 
حل: گزینه 1  

 می باشد )متقارن است(. ضمناً داریم:


دامنه تابع 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x x x x x x x f x f x f x− = − − − − + = − + − − = + − − = − ⇒ − = −1 1 1 1 1 1

8( هر گاه f، تابعی با دامنه متقارن باشد آن را می توان به صورت مجموع یک تابع فرد و یک تابع زوج نوشت:

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )f x f x f x f x f x= + − + − −1 1
2 2

) یک تابع فرد است.  ) ( )( )f x f x− −1
2

) یک تابع زوج و  ) ( )( )f x f x+ −1
2

که در آن f یک تابع دلخواه با دامنه متقارن، 

  تساوي دو تابع  
) را برابر می گوییم هرگاه هر دو شرط زیر برقرار باشد: )g x ) و  )f x تعریف: دو تابع 

f gD D= 1( دامنه دو تابع با هم برابر باشند:   

f gx D D f (x) g(x)∀ ∈ = ⇒ = 2( به ازای هر عضو از دامنه، ضابطه آنها نیز با هم برابر باشند:     

فرد است.
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*مثال 38: بررسی کنید آیا توابع زیر با هم برابر هستند یا خیر؟
( )

( )

f x
) xg x

x

 =



=

1
1

} است لذا  }− 0 ) برابر  ) xg x
x

= می باشد ولی دامنه تابع 


، f (x) حل: این دو تابع با هم برابر نیستند، زیرا دامنه یکسانی ندارند. دامنه تابع1=
. ( ) ( )f x g x≠

( )
( )

f x logx
)

g x log x

 =


=

2
2

2  
است؛  gD R+= اعداد حقیقی مثبت یعنی g(x) اما دامنه تابع { } { }fD x | x R,x R= ∈ ≠ = −0 0  حل: این دو تابع نیز با هم برابر نیستند زیرا

 . f gD D≠ پس

( )
( )

f x logx
)

g x log x

 =


=

2
3

2

{ }f gD D= = − 0 حل: این دو تابع با هم برابرند زیرا هم دامنه آنها با هم برابر است: 
 ( ) ( )f x g x= و هم ضابطه آنها برابرند پس: 

 اعمال اصلي روي توابع 
) با توجه به دامنه شان به صورت زیر خواهد بود: )g x ) و  )f x مجموع، تفاضل، حاصلضرب و تقسیم دو تابع 

( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

f g f g

f g f g

f g x f x g x , D D D

f g x f x g x , D D D
±

×

± = ± =

× = × =





( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }f /g f gf / g x f x / g x g , D D D x | g x= ≠ = − =0  هك0

) را  )g x ) و  )f x ) ، اعمال اصلی روی توابع  ) ( )( )( ){ }g x , , ,= 1 2 4 3 9 8 ) و  ) ( )( )( )( ){ }f x , , , ,= 10 2 3 4 6 5 8 *مثال 39: فرض کنید
)انجام دهید.  )( ) ( ) ( ) ( )( ){ } ( )( ){ }

( )( ) ( ) ( ) ( )( ){ } ( )( ){ }
( )( ) ( ) ( ) ( )( ){ } ( )( ){ }

{ }

( )( ) ( ) ( )

f g x f x g x , , , ,

f g x f x g x , , , ,

f g x f x g x , , , ,

f (x) f (x) / g(x) , , , ( , ) , ( , )
g

g / f x g x / f x , ,

+ = + = + + =

− = − = − − = −

× = × = × × =

      = = =           
      = = =      
      

1 2 0 4 3 6 1 2 4 9

1 2 0 4 3 6 1 2 4 3

1 2 0 4 3 6 10 4 18

0 61 4 10 4 21
2 3

3 14 4
6 2

همانطور که در مثال قبل دقت کردید، اعمال توابع روی توابعی به صورت زوج مرتب بدین سان هستند که اعمال روی مؤلفه های دوم زوج مرتب هایی 
انجام می گیرد که دارای مؤلفه اول برابر هستند. 

 تركیب توابع 

 به صورت زیر تعریف می شود:
( )

f : B C
y f x

→
 =

 و 
( )

g : A B
y g x

→
 =

تعریف: ترکیب دو تابع 

( ) ( )( )
fog : A C

fog x f g x

→

= و دامنه آن برابر است با:

و
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( ){ }
( ){ }

fog g f

gof f g

D x D | g x D

D x D | f x D

= ∈ ∈

= ∈ ∈

)كارشناسي ارشد – آزاد حسابداری( ) کدام است؟   )( )f g x ) باشد،  )g x x= +2 ) و 1 )f x x= −2 *مثال 40: اگر 1
x +24 1 )4  x +22 1 )3  ( )x x +4 1  )2  x −22 1 )1

حل: گزینه 2  

( )( ) ( ) ( )f g x x x x x x x x= + − = + + − = + = +2 2 22 1 1 4 1 4 1 4 4 4 1

) قرار می دهیم.  )g x ) هر کجا که x وجود داشت به جای آن  )f x ) در ضابطه  )( )f g x پس برای یافتن 
  

) و دامنه آنها را بیابید. )gof x ) و  )fog x  ، ( ) xg x
x
+=
−
1
2

) و  )f x
x

= 1 *مثال 41: اگر 

( ) ( )( ) xfog x f g x x x
x

−= = =
+ +
−

1 2
1 1
2

{ } { }f gD , D= − = −0 2 

fog(x) g fD {x D g(x) D }= ∈ ∈ =  ( ) ( ){ } { }
x
x

x

g ffog x
x xD x | D g x D {x { }| { }} x |
x x

+ ≠
−

≠
+ += ∈ ∈ = ∈ − ∈ − = ≠ ≠
− −

1 0
2

2 1 12 0 2 0
2 2





    

{ } { }x ,x ,= ≠ ≠ − = − −2 1 2 1

 معرفی 
fogD را بیابید و دامنه آن را به عنوان  fog(x) ) حتما باید از تعریف آن استفاده کنید و نمی توانید ضابطه )fog x دقت کنید برای یافتن دامنه 

کنید. 

( ) ( )( ) xxgof x g f x
x

x

+ += = =
−−

1 1 1
1 1 22

( ) { } { }gofgof xD x | D ,
x

= ≠ ≠ ⇒ = −1 10 2 0
2



نکات:

 دقت کنید یک راه حل تستی برای یافتن دامنه ترکیب توابع این است که از اولین مرحله که از f یا g خارج می شویم، دامنه های موجود را 
 

fogD بیابیم، نه در مرحله بعدی و نه بعد از ساده کردن. برای روشن تر شدن مطلب به مثال قبل )41( در هر دو قسمت دقت کنید. برای یافتن 
) را تشکیل می دهیم داریم: )( )f g x بدون توجه به تعریف و با استفاده از این نکته تستی وقتی که

( )( )f g x x
x

=
+
−

1
1
2

 x ≠ 2 x یعنی
x
+ ≠
−
1 0
2

x  باید مخرج مخالف صفر باشد؛ پس 
x
+
−

1
1
2

حال عبارت فوق را ساده نکنید و دامنه ها را بیابید. در کسر بزرگ تر 

x )2( حال اشتراک )1( و )2( برابر  ≠ x پس2 − ≠2 0 باید،  x
x
+
−
1
2

)1( و در کسر کوچک تر هم مخرج باید مخالف صفر باشد یعنی در

. استفاده از این روش منوط به این شرط است که هیچ ساده کردنی نباید رخ دهد. { },− −1 2

است با 

x  )1(، ضمناً مخرج کسر  ≠ 0 ) ، پس مخرج کسرهای مشخص شده نباید صفر شود؛ یعنی  ) xgof x

x

+
=

−

1 1

1 2
gof داریم:  برای یافتن دامنه

 
( ) ( ) { },= − 11 2 0

2
 

gof برابر خواهد شد با  x )2( و دامنه ≠ 1
2

 پس 
x
− ≠1 2 اصلی هم نباید صفر شود یعنی0
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)كارشناسي ارشد – سراسري حسابداری( ) کدام است؟  )fog 2  ، ( )g x Lnx= ) و  )
x

x
ef x
e

−=
+

2 1
1

*مثال 42:  اگر داشته باشیم 

2  )4  1 )3  1
2

 )2  1
3

 )1

حل: گزینه 3  
) را بیابید و به جای x قرار دهید 2، پس داریم: )fog x راه حل اول: ابتدا 

( ) ( )( ) ( )
Lnx

Lnx
e xfog x f g x fog

xe
− − × −= = = ⇒ = = =

+ ++
2 1 2 1 2 2 1 32 1

1 2 1 31

) را بیابید و مقدار آن را در f قرار دهید: )g 2 راه حل دوم: 
( )g Ln=2 2

( ) ( )( ) ( )
ln

ln
efog f g f Ln
e

− × −= = = = = =
++

2

2
2 1 2 2 1 32 2 2 1

2 1 31   

 ( ) ( )f of x x , fof x x− −= =1 1         
  

)كارشناسي ارشد – سراسري حسابداری( ) کدام است؟   )fof −1 4 ) باشد،  )f x
x

=
+
1
1

*مثال 43:  اگر 

1
5

 )4  4  )3  1
4

 )2  5 )1
حل: گزینه 3  

( ) ( )fof x x fof− −= ⇒ =1 1 4 4
 

  

، آنگاه: ( )f x
x

=
+
1
1

*مثال 44: اگر 

( )fofof 1 الف( 

) را محاسبه کنید. )f ofof− −1 1 1 ب( 
حل: 

الف( راه حل اول:

( ) ( )( )( )
( ) ( )( )

fofof x f f f x

xfof x f f x
x

x

=

+= = =
++

+

1 1
1 21
1

( ) ( )( )( )

( )

x xfofof x f f f x f xx x
x

fofof

+ + = = = =  ++ +  +
+

+⇒ = =
+

1 1 2
12 2 31
2

1 2 31
2 3 5
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راه حل دوم: 
( ) ( )( )( )

( ) ( )f f
fofof f f f f f f

= =    = = =         +

1 21 11 2 1 32 31 1 22 3 51
3

ب( 

( )( )( )
( )( )

( )
f f x x

f f f f
−

− − −
=1

1 1 11 1  
  

x حاصل پاسخ می باشد. ) قرار داده و  )f x ) را می خواهند، پس 1= )f −1 1 ) داده شده  )f x نکته تستی: چون ضابطه 

( ) ( )f x , f ? x x
x x

−= = ⇒ = ⇒ + = ⇒ =
+ +

11 11 1 1 1 0
1 1

)كارشناسي ارشد – سراسري مدیریت و حسابداری( ) کدام است؟   )g x ) ، آنگاه  ) xfog x
x
+= 4
2

) و  ) xf x
x

−=
+

3
2

*مثال 45:  اگر 

x
x
+
−

2 2
2 1

 )4  x
x
−
+

3 4
2 5

 )3  x
x
+
+

3 4
2 1

 )2  x
x
−
+

4 8
3 4

 )1

حل: گزینه 1  

( ) ( )( ) ( )
( )

( )
( )

g x g xx xfog x f g x
x g x x g x

− −+ += ⇒ = ⇒ =
+ +

3 34 4
2 2 2 2
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

g x x xg x x xg x
xg x x x g x

x

⇒ + + + = −

−⇒ + + − = ⇒ =
+

8 4 2 6 2
4 88 4 3 4 0
4 3

 
  

) مورد سؤال واقع شود برای  )g x ) در مسئله داده شده باشد و  )f x ) و  )fog x  همان طور که در *مثال قبل دقت کردید اگر ضابطه 
) حاصل  )g x ) داده شده در سؤال برابر قرار داد تا ضابطه  )fog x ) نوشت و با  )g x ) را بر حسب  )( )f g x ) باید  )g x محاسبه 

شود. 
  

) کدام است؟ )g x ، تابع  ( ) xfog x
x

=
+2

) و  ) xf x
x

+=
−

4
1

 باشند و داشته باشیم:  g توابعی حقیقی در  f و  *مثال 46: اگر 
)كارشناسي ارشد – سراسري اقتصاد(

x
x

− −
+
3 8
2 2

 )4  x
x

+
+

4 2
2

 )3  x
x
+2  )2  x

x
−
−

3 2
4

 )1

حل: گزینه 4  

( ) ( )( ) ( )
( )

g x xfog x f g x
g x x

+
= = =

− +
4
1 2

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

x g x xg x x xg x
xx g x x g x

x

⇒ + + + = −

− −+ + + = ⇒ =
+

8 4 2
8 38 3 2 2 0
2 2  
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 تابع متناوب 
ضمناً   . ( ) ( )f x T f x+ = باشیم:  داشته   fx D∈ هر  برای  طوری که  به  باشد  موجود   T > عدد0 هرگاه  می نامیم  متناوب  را   f تابع  تعریف: 

f می نامند. کوچک ترین عدد T را دوره تناوب اصلی تابع 
نکات توابع متناوب:

. n∈ ) که ) ( )f x nT f x+ = 1- اگر T دوره تناوب تابع f باشد، برای هر مضرب صحیح T داریم: 
2- به جز تابع ثابت، سایر چندجمله ای ها متناوب نیستند. توابع ثابت متناوبند ولی دارای دوره تناوب اصلی نمی باشند.

T است.
a

) نیز متناوب با دوره تناوب اصلی  )f ax b+ 3- اگر f یک تابع متناوب با دوره تناوب اصلی T باشد، تابع 
4- دوره تناوب توابع زیر را به خاطر بسپارید:

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

n n

n n

f x sin ax b f x tan ax
, T

af x cos ax b f x cot ax

 = + = π  ⇒ = 
= + =  

2

2

( ) ( )
( ) ( )

n

n

g x sin ax b
T

ag x sin ax b

+

+

 = + π ⇒ =
= +

2 1

2 1
2

 می باشد.
n
1 ] برابر  ] [ ] [ ]nx nx nx nx− − و− 5- دوره تناوب 

sin را به دست آورید. x sin xf (x)
cos x cos x

−
=

−
2
2

*مثال 47: دوره تناوب اصلي 
حل:

x xsin( )cos xf (x) cot Tx x | a |sin sin( )

− π π π
= = − ⇒ = = =
− −

32 3 22 2
3 32 32
2 2 2

 معرفي چند تابع خاص و مهم 

x تعریف می شود و نمودار آن به صورت زیر می باشد: x
| x |

x x
≥

= − <

0
0

تابع قدرمطلق: تابع قدرمطلق به صورت 

نکات:
] می باشد، این تابع یک به یک نمی باشد و در نقطه صفر مشتق پذیر نیست.  ),∞0  و برد آن  1- دامنه تابع قدرمطلق 

2- نکات زیر از خواص قدرمطلق حاصل می شود:

) a ≥1 0     ) a b b a− = −2   ) x a x a x a= ⇔ = ⇔ = ±2 23

) a.b a b=4    ) a a=25   ) x a x a a x a≤ ⇔ ≤ ⇔ − ≤ ≤2 26

a
) a / b b

b
= ≠7 (nn   هك0 a a=8   ) x a x a x a x a≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥ ≤ −2 29  اي

) x a x a= ⇔ = ±10   ) a b a b+ ≤ +11  ) a b a b− ≤ −12

و
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