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  )قرآن كريم(دانند برابرند؟   دانند با آنانكه نمي آيا آنانكه مي
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اي با كليد و در صورت لزوم تشريح كامل ارائه گردد تـا             هاي چهار گزينه    هاي متعدد بصورت پرسش     ن ارشد با ذكر مثال    تأكيد طراحا 

  .دانشجويان گرامي را از مراجعه به ساير منابع مشابه بي نياز نمايد
توانـد   گردد مي  برگزار ميهاي آزمايشي ماهان كه در جامعه آماري گسترده و در سطح كشور    لازم به ذكر است شركت در آزمون      

محك جدي براي عزيزان دانشجو باشد تا نقاط ضعف احتمالي خود را بيابند و با مرور مجدد مطالب اين كتاب، آنها را برطرف سازند 
  .باشد ترين راه براي موفقيت مي هاي مختلف موكد اين مسير به عنوان مطمئن كه تجربه سال

  .توانيد خدمات پشتيباني را دريافت داريد  ميwww.mahanportal.irبه آدرس لازم به ذكر است از پورتال ماهان 
هاي مهم ارزيابي      كه از شاخصه   -هاي ارشد   باليم كه همه ساله ميزان تطبيق مطالب اين كتاب با سؤالات آزمون             و نيز بر خود مي    

  .نمايد  ما را در محضر شما سربلند مي-باشد ها مي كيفي اين كتاب
دانيم كه از همه اساتيد بزرگوار و دانشجويان ارجمند از سراسر كشور و حتي خارج از كشور و همـه                       خود واجب مي   در خاتمه بر  

همكاران گرامي كه با ارائه نقطه نظرات سازنده خود ما را در پربارتر كردن ويرايش جديد اين كتاب ياري نمودند سپاسگزاري نموده                      
  .تاب را به محضرشان تقديم نماييمهاي بي چشمداشت، اين ك و به پاس تلاش
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  فصل اول

  سازي مفاهيم و مدل

  مفاهيم مدل سازي-1-1

  پژوهش عملياتي 
هـاي  هاي علمي در حل مسائلي است كه هدف آنها، اتخـاذ بهتـرين تـصميمات در سيـستم                 شپژوهش عملياتي در واقع كاربرد نگر     

  :فرايند پژوهش عملياتي، بطور خلاصه بصورت شكل زير است. واقعي است
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

سـب و كـارا   پس از مشاهده وجود مشكل در سيستم، بايد مساله بصورت كامل و دقيق تعريف شود تا نتـايج حاصـل از حـل آن منا                  
  . هدف از حل مساله نيز بايد بصورت دقيق و روشن تعريف شود. باشند

در .  تبديل سيستم واقعي مورد بحث به يك مدل رياضـي اسـت            ،در واقع هدف  . شودبراي بيان وضعيت سيستم از مدل استفاده مي       
و سـپس پارامترهـاي كيفـي مـورد نظـر بـه              تصميم گرفتـه شـود       ،اين مرحله بايد در مورد پارامترهاي در نظر گرفته شده در مدل           

هـاي  بـر كيفيـت   . شـوند پارامترهاي كمي تبديل شوند مفروضاتي كه در مورد سيستم واقعي، براي ساخت مدل در نظر گرفتـه مـي                  
  . حاصل تأثير بسياري خواهند داشت

  

 مشاهده

تعريف 

 مدل سازي

 حل مدل

 بازخورد اجراي مدل

 دنياي واقعي  

 دنياي مفروض

 مدل رياضي



 سازيمفاهيم و مدل14  

ايـن عناصـر پارامترهـاي مـدل     . ندشوند، مشخص و معلوم هست  برخي از عناصر سيستم واقعي كه در مدل رياضي در نظر گرفته مي            
مدل رياضـي از دو     . گيري نام دارند  ساير عناصر مدل كه هدف از حل مساله، تعيين مقدار بهينه آنهاست، متغيرهاي تصميم             . هستند

  . بخش اصلي تشكيل شده است
  . شودگيري بيان ميهدف اصلي حل مساله است كه در قالب تابعي از متغيرهاي تصميم: objective functionتابع هدف -1

و يا حداكثر سازي سـود، كـارايي،        .... ها، ضايعات، اوقات بيكاري و      هاي واقعي معمولاً اهداف بصورت حداقل كردن هزينه       در سيستم 
  . مطرح است... وري و بهره

گيـري بيـان   هاي تصميمها و امكانات مختلف سيستم واقعي را بصورت توابعي از متغير         محدوديت) : constraints(ها  محدوديت-2
  .شوندهاي مساله بيان ميدر محدوديت... هاي موجود در منابع، محدوديت زمان و به عنوان مثال محدوديت. كنندمي

هـا، تـوابعي    گيرند كه توابع مطرح شده در تابع هـدف و محـدوديت           هايي مورد بررسي قرار مي    ريزي خطي، تنها مدل   در بحث برنامه  
  .بنابراين ساختار كلي مدل مورد بررسي به شكل زير خواهد بود. گيري باشندصميمخطي از متغيرهاي ت

  :خطي به صورت زير استريزي  برنامهمدل كلي 
(Max يا Min) nn xcxcxcxcz  ...332211  
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  . محدوديت داردmمتغير و  nاين مسئله 
(Max يا Min)   CxZ   
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  .باشد و فرم ماتريسي به صورت زير مي
  كه در آن 
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  :تعريف پارامترها و متغيرها
Z :  شود ست، كه مقدار آن پس از حل مدل مشخص ميا) يا تابع معيار(نشاندهنده ارزش تابع هدف.  
xj : شوند، كه بايد مشخص شوند متغير تصميم يا سطوح فعاليت ناميده مي .  
cj :          ايـن ضـريب در معادلـه       . بـاش   در تابع هدف مـي    ) محصول يا خدمت  (ضرايب تابع هدف كه نشاندهنده ارزش هر واحد فعاليت

  . معلوم است

 نامقيد يا
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aij :       واقع مقداري از منبع     ضرايب فني هستند و درi  باشند كه براي انجام فعاليت         ام ميj    ام به كار رفته و عددي معلوم در معادله 
  . هستند

bi : دارد مقادير معلوم سمت راست هستند كه موجودي منابع يا سقف تقاضا را بيان مي.  
  .باشدبه شرح جدول زير مي) كانونيك(هر مدل رياضي داراي دو شكل استاندارد و متعارفي 

  
    مساله مينيمم سازي  مساله ماكزيمم سازي





x

bAxts

CxZMax

:.  




x

bAxts

CxZMin

:.  
  شكل استاندارد





x

bAxts

CxZMax

:.  




x

bAxts

CxZMin

:.  
  )كانوني(شكل متعارفي 

  ريزي خطي  فرضيات برنامه-1-1-1
  :ريزي خطي در نظر گرفت بايد چهار فرض اصلي برقرار باشندامهبراي اينكه بتوان يك مساله را در دسته مسائل برن

گيـري  گيري بايد مستقل از هم قرار بگيرند، تابع هدف متناسب با متغيرهاي تـصميم             طبق اين فرض، متغيرهاي تصميم    : تناسب-1
تر، بنابر فـرض تناسـب در مـدل         به عبارت ساده  . گيري مصرف شوند  كاهش يا افزايش يابد و منابع نيز متناسب با متغيرهاي تصميم          

  . وجود ندارد..…جويي، هزينه اوليه و ريزي خطي، تخفيف، صرفهبرنامه
باشد  نتايج حاصل از فرض تناسب به شرح زير مي:نكته :  
 باشند تابع هدف و محدوديتها خطي مي . 

 باشند همه متغيرها توان اول مي.  
يرات جايگزيني يا متقابل بين     ثبه بيان ديگر تا   . شود  ك تك متغيرها حاصل مي    ها از مجموع ت     تابع هدف و محدوديت   : پذيريجمع-2

  . ها وجود ندارد فعاليت
نتايج حاصل از فرض جمع پذيري:نكته  :  

  متغيرها مستقل از يكديگرند يعني در هم ضرب(x1x2) يا بر هم تقسيم 








2
1

x

xاند  نشده. 

 رف متغيرهاست حجم تك تك معابع برابرمصرف كلي هر يك از من . 

ininii bxaxaxa  ...2211  

گوييم يعني ايـن دو فـرض باعـث خطـي بـودن مـساله                 هاي خطي مي    هاي تناسب و جمع پذيري، فرض        اصطلاحاً به فرض   :كتهن
  . باشند مي
ه، اختيار كنند، به عبارت     توانند هر مقداري را در محدوده تعريف شد       ري مي گي طبق اين فرض، متغيرهاي تصميم     :پذيري تقسيم -3

  .شودگيري، پيوسته فرض ميديگر، دامنه تغييرات متغيرهاي تصميم
ريزي خطي از نتايج اين فرض است  پيوسته بودن ناحيه شدني، مساله برنامه:نكته .  
عملـي، در  در مـوارد  . ( ، مـشخص و قطعـي هـستند    b,A,Cهـاي  طبق اين فرض، تمام عناصر ماتريس): معين بودن( قطعيت -4

  .)شودصورت نامشخص بودن هر پارامتر از تخمين آن استفاده مي
توان شكل مسائل را به صـورت دلخـواه تغييـر داد بـدون اينكـه در ماهيـت مـساله                   با استفاده از تبديلات مقدماتي به شرح زير، مي        

  . تغييري حاصل شود
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  خطيريزي  برنامه تبديلات مدل -1-1-2
  : تبديل تابع هدف-1

  : سازي در آورد بالعكسMax سازي را به شكل Minتوان تابع هدف ريزي خطي ميهر مساله برنامهدر 
nnnn xCxCMinxCxCxMaxC  ....... 112211  

كنـد و   كند، منفي اول روش را عوض مي  ماهيت ضريب دو منفي با هم فرق مييدتوجه داشته باش. اين دو تابع هدف معادل هستند   
  ) هستندCi منفي اول ضرايب زمنظور ا. (كند م مساوي ميمنفي دوم مقدار دو تابع هدف را با ه

  : تغيير جهت نامعادلات-2
  :توان جهت نامساوي را عوض كردمي) -1( معادله در Iبا ضرب دو طرف 

bAxbAx   
   تبديلات معادله به نامعادله -3

  :توان بصورت اشتراك دو نامعادله نشان دادهر معادله را مي









bAx

bAx
bAx  

  : تبديل نامعادله به معادله-4
  :توان آن را به معادله تبديل كردبا افزودن يا كاستن مقداري از سمت چپ يك نامعادله را مي

)(

)(







SbSAxbAx

SbSAxbAx  

 كمكـي گفتـه      متغيـر  Sشـود و بـه متغيـر        از اين تبديل براي تغيير شكل مساله از حالت كانونيك به شكل استاندارد اسـتفاده مـي                
  .شود مي
  ):نامقيد( مقيد كردن متغيرهاي آزاد -5

  .توان متغيرهاي آزاد را به صورت مقيد درآوردبا تعريف دو متغير مقيد جديد به ازاي هر متغير نامقيد، مي
ix:دهيمدر تمام توابع به جاي آن، مقدار معادل آنرا قرار مي. نامقيد است:  





jj

jjj

xx

xxx

,
  

12 اگر   :نكته xxxn xتوان با معرفي متغير اضافي        زاد در علامت باشند مي    آمتغيرهاي  ...,,        متغيرهاي غير منفـي ايجـاد نمـود .
                                                           

xxx jj   
كه در آن   jj xxMaxx   .ايم را جايگزاري كرده:

اي داراي   اگر مسئله:نكتهn اين مسئله حداقل با . متغير آزاد در علامت باشدn+1باشد  متغير غيرمنفي قابل حل مي.  

اگر












jjjjjj

jjjjjj

jjjj

xxlxlx

xxxuux

xxxx

,

,

,

 

در :نكته jjj xxx  حداكثر يكي از متغيرهايjx ياjx توانند صفر باشند هر دو با هم مي. (داراي مقداري مثبت است.(   
همواره به دليل وابستگي خطي بين        :نكته jx و jx )توانند با هـم در يـك    هيچگاه اين دو متغير نمي) دو ستون موازي ضرايب

  .پايه باشند
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  : حذف قدر مطلق-6
1-6-                                                                                                       j j j j j| x | x x x , x        

2-6-                                                                                           a x a x b
| a x a x | b

a x a x b

 
      

1 1 2 2
1 1 2 2

1 1 2 2
  

3-6-                                                       | y | b y y b
| a x a x | b

y a x a x y y a x a x

   
         

1 1 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

  

  : تبديل تابع هدف مركب به تابع هدف ساده-7
  .توان تابع هدف مركب را به ساده تبديل نمود با تغيير متغير مي

 Min Max c x c x c x c x   1 1 2 2 1 1 2 2  
 Min y y max c x c x ,c x c x    1 1 2 2 1 1 2 2  

   
            

 نكات مهم تحليل حساسيت  

  در مساله  -1










x

bAx

CxMin

)1(زه يك واحد افـزايش دهـيم      را به اندا  bهاي    مولفه، اگر يكي از       ii bb       آنگـاه ناحيـه شـدني ،

  .كوچكتر خواهد شد و مقدار تابع هدف بهتر نخواهد شد

 در مساله    -2










x

bAx

CxMin

)1( را به اندازه يك واحد افزايش دهيم         bهاي    مولفه، اگر يكي از       ii bb      ناحيه شـدني بزرگتـر ،

  .خواهد شد و مقدارتابع هدف بدتر نخواهد شد

 مساله -3


















x

bxa

CxMaxMin
n

i
ii

1

)(

  .باشدia تركيب خطي مثبتي از بردارهاي ستوني b موقعي داراي جواب شدني است كه 

  .شود نمي اگر قيدي به مساله اضافه كنيم، ناحيه شدني بزرگتر نخواهد شد و جواب بهينه بهتر -4
  ) سازي است max بزرگتر شدن در مساله سازي وMinمنظور از بهتر شدن همان كوچكتر شدن درمساله ( 
  .شود نمي اگر قيدي از مساله حذف شود، ناحيه شدني كوچكتر و جواب بهينه بدتر -5
  ) سازي است minسازي و بزرگتر شدن در مسالهMaxمنظور از بدترشدن جواب بهينه همان كوچكتر شدن در مساله ( 
  .شود نميكتر و جواب بهينه بدتر  اگر متغيري به مساله اضافه كنيم، فضاي شدني كوچ-6
  .شوداگر متغيري از مساله حذف كنيم، فضاي شدني بزرگتر و جواب بهينه بهتر نمي -7

  ريزي خطي  هاي حل ترسيمي مدل برنامه  روش-2-1
  . ندي كردب توان آنها را در دو گروه ترسيمي و رياضي دسته هاي مختلفي وجود دارد كه مي ريزي خطي روش براي حل مدل برنامه

  
  
  
  

St : y c x c x

y c x c x

 
  
1 1 2 2

1 1 2 2
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ريزي خطي خواهيم پرداخت، اين روش تنها زماني كه مـسئله            هاي برنامه  هاي ترسيمي حل مدل    در ادامة اين فصل به بررسي روش      
  . پردازيم ها مي اما پيش از آن به چند تعريف و نكته مورد استفاده در روش.  داردد، كاربردارددو متغير 
  :تعاريف

  . ها صدق كند جوابي كه در تمام محدوديت): نيشد(جواب موجه  -1
 . آورد منطقه موجه را بوجود مي) شدني(مجموعه جوابهاي موجه ): ناحيه شدني(منطقه موجه  -2

مقادير تخصيص داده شده به متغيرهاي تصميم ناشـي از تقـاطع معـادلات حـدي جـواب گوشـه                    ):  اساس -پايه(جواب گوشه    -3
 .گردد حاصل مي

 .  موجه كه به ازا آن تابع هدف به بهترين وضعيت در آيدجوابي: جواب بهينه -4

n  :تعريف گراديان يك بردار -5 nA a x a x ... a x   1 1 2  

n

A A A
A , ,...,

x x x

   
      1 2

  

  . بنابراين اگر تابع خطي باشد، بردار گراديان آن همان بردار ضرايبش خواهد بود
  .  با حركت در خلاف جهت گراديانش بيشترين كاهش را خواهد داشتهر تابع با حركت در جهت گراديانش بيشترين افزايش و

  : مقايسة بردارها 
 كـوچكتر   B از بـردار     Aشـود بـردار       كوچكتر باشد آنگاه گفته مي     B از مؤلفة نظيرش در      A دو بردار باشند و هر مؤلفة        B و   Aاگر  

  . است و بالعكس
  :هاي حل ترسيمي قدم

  ) ها به مساوي با تبديل نامساوي(وديت رسم معادلات حدي هر محد: قدم اول
),(يك نقطه دلخواه معمولا     (مشخص كردن منطقه مورد قبول هر معادله حدي         : قدم دوم            انتخاب و در نامعادله قرار دهيـد اگـر 

  ).نطقه مورد قبول استدر نامعادله صدق كرد، منطقه مورد قبول همان سمت نقطه دلخواه است در غير اين صورت سمت ديگر م
  ) ها فصل مشترك محدوديت(تعيين منطقه موجه : قدم سوم

  .توان از يكي از سه روش زير استفاده نمود، تا به نقطه بهينه دست يابيم در قدم بعدي مي
  اي  امتحان نقاط گوشه: روش اول

اگر بتوانيم ناحيه شدني را رسم كنيم . م وجود داردبهينه ه) رأسي(اي   اگر جواب بهينه وجود داشته باشد، آنگاه نقطة گوشه:قضيه 
  . توانيم نقطه بهينه را پيدا كنيم اي را بدست آوريم طبق قضية فوق با امتحان آنها مي و مختصات نقاط گوشه

  . اين روش تنها زماني معتبر است كه ناحيه شدني كراندار باشد
  

ــ روش ــدل  ه ــل م اي ح
 ريزي خطي  برنامه

 هاي ترسيميروش

 هاي رياضيروش

  امتحان نقاط رأسي-1

  حركت دادن تابع هدف-2

 هاي گذرنده از هر نقطه رأسي   ترسيم بردار گراديان محدوديت-3

  روش جبري-1

 لكس روش سيمپ-2



  19 2 و 1تحقيق در عمليات 

  1مثال :   
Max Z x x

S.t : x x

x x

x , x

 

 

 



1 2
1 2
1 2
1 2

2 3
2

3 5 9


  

  
  
  
  
  

ط راسينقا   O, A, B,C 55 / Z

4245
5
9

552
11

3
1
2
1





cA

Bo

ZCZA

ZBZO









/

/

 

  
  حركت تابع هدف : روش دوم

. دهـيم  بعد از رسم ناحيه شدني و مشخص كردن وضعيت تابع هدف، آنرا در جهتي كه بيشترين مطلوبيت را حاصل كند حركت مي              
  : يعني 

  ) بيشترين كاهش(د، در خلاف جهت گراديان  سازي باشMin اگر تابع هدف از نوع -
  ) بيشترين افزايش( سازي باشد، در جهت بردار گراديان Max اگر تابع هدف از نوع -

  . اي كه در آن تابع هدف با ناحيه شدني در اشتراك است، همان نقطة بهينه است آخرين نقطه
 2مثال :   

Max Z x x

S.t : x x

x x

x , x

 

 

 



1 2
1 2
1 2
1 2

2 3
2

3 6 9


  

  
  
  

  
  

  : اي  هاي گذرنده از نقاط گوشه بردار گراديان محدوديت رسم :روش سوم
 Maxدر صورتيكه تابع هدف از نوع       . كنيم ها را رسم مي    اي، بردار گراديان محدوديت    پس از رسم ناحية شدني، در تمام نقاط گوشه        

 و يـا  Cيا نقاطي كه در آنهـا بـردار   نقطه . كنيم ها رسم مي را نيز در تمام گوشه  ) -C( و در غير اينصورت بردار       Cسازي باشد، بردار    
)C- (ها باشد، نقاط بهينه هستند درون مخروط حاصل از بردارهاي گراديان محدوديت .  

A

B
2 

5
9  

CO
1x  

2x 
221  xx 

A B 

C 1x 

2x 

C=(2,3) O 

z  
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 3مثال :   
Max Z x x

S.t : x x

x x

x , x

 

 

 



1 2
1 2
1 2
1 2

2 3
2

3 6 9


  

  
  

  .در حل ترسيمي مساله ممكن است به يكي از حالات زير برخورد كنيم
  .لت نقطه بهينه يكتاست و مجموعه نقاط بهينه تك عضوي استدر اين حا. جواب بهينه متناهي منحصر به فرد)1
  .اگر تابع هدف موازي يكي از محدوديتهايي باشد كه نقطه بهينه روي آن قرار دارد. جواب بهينه چندگانه متناهي) 2

  .جواب بهينه چندگانه داريم
هاست يكي از محدوديت در فضاي دو بعدي شرط لازم جواب بهينه چند گانه، موازي تابع هدف با :نكته .  
ريزي خطي اگر بيش از يك نقطه بهينه وجود داشته باشد، حتما بي نهايت نقطه بهينه وجود دارد  در برنامه:نكته.  
  
  
  
  
  
  
  
  

  )1-1شكل (                   )1-2شكل (      
شـد جـواب    سـازي با  Max و اگـر     )(سـازي باشـد، جـواب بهينـه       minدر اين  حالت اگر مـسئله        . جواب بهينه نامتناهي  ) 3

  . خواهد بود)(بهينه
 ناحيه شدني بي كران است)بي كران( شرط لازم براي جواب بهينه نامتناهي :نكته ،.  
. ريزي خطي با هم اشتراك نداشته باشند، ناحيه شدني تهي اسـت   هرگاه محدوديتهاي يك مسئله برنامه    . ناحيه شدني تهي است   ) 4

  .بنابراين مسئله جواب بهينه ندارد
  : مقدار تابع هدف در بهينگي متناهي باشد، آنگاهاگر :تست

  . ناحيه شدني حتما متناهي است )1
 . باشند متناهي ميxتمام مقادير  )2

3( xتواند داراي مقادير نامحدود باشد مي . 

 . ناحيه شدني حتما نامتناهي است )4

  .  صحيح است3 گزينه :پاسخ
 رسم شده ناحيه موجه بي كران       x=2در نمودار مقابل كه معادله حدي        مثال نقضي براي گزينه در اين جا آورده شده        براي تشريح،   

گيريم، كه تمام نقاط اين خـط    قرار ميx=2 نهايتا بر روي خط C سازي است با حركت در خلاف جهت    minو چون مسئله    . است
),(ه توان ب هاي بهينه مي بهينه هستند و از جمله جواب 2xپس . اشاره نمودxتواند داراي مقادير نامحدود باشد  مي.  

 

2x 

1x 

C


 

C


 C


 

C

O

C

x

 نقطة بهينه  

C


1x


2x
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2xZ min  
  
  
  
  
  

  )1-3شكل (                 
  ) :ايجاب ( فضاي احتياج 

در ايـن صـورت بـراي       . ترسـيمي حـل كنيـد     توانيد مسئله را بـا اسـتفاده از روش             باشد نمي  2اگر تعداد متغيرهاي مسئله بيشتر از       
حـال مـسئله را در   . تـوان از رسـم فـضاي احتيـاج آن اسـتفاده كـرد       ريزي خطي، مي    تشخيص شدني بودن ناحيه يك مسئله برنامه      

  :كنيم  دستگاههاي مختلف بررسي مي

  
12را به ترتيب Aهاي ماتريس  اگر ستون ,,...., aaanنامگذاري كنيم، داريم :   

bxaxaxa nn  ...2211 
  

  
  

  مساله شدني است        مساله نشدني است        
  
  
  
 
 

  )1-4شكل (            )1-5شكل (  
 

اگـر  . شـود  از تركيب خطي اين بردارها يك مخـروط حاصـل مـي          . كنيم  را درون فضاي مورد نظر رسم مي      aan,...,1ابتدا بردارهاي   
مطـابق  . (فتاد، مسئله ناحيـه شـدني نـدارد   خارج از مخروط اbدرون مخروط قرار گرفت مسئله شدني است ولي اگر بردار  b بردار

  ) شكل زير

  
12مخروط حاصل از بردارهاي  ,,..., aaanكنيم را رسم مي.  

0

)1




x

bAx

0

)2




x

bAx

1a

ka

na

b

1a
ka

na

b

),( 1

C 

2
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  )مطابق شكل. ( با مخروط فوق اشتراك داشت، مسئله شدني استb، اگر ناحيه كوچكتر از بردارbپس از رسم بردار
  
  
  
  
  
  

 

3) 



x

bAx
 

  )1-6شكل (                )1-7شكل (      
naaدر اين حالت اگر مخروط حاصل از بردارهاي        مطـابق  . ( اشتراك داشت مـساله شـدني اسـت   bبا ناحيه بزرگتر از بردار   1,....,

  )شكل 
  
  

  
  
  
  
  

  )1-8شكل (          )1-9شكل (    
   خطي جبر -3-1

  بردارها
توان به صـورت     هر بردار را مي   . دهند ا با حروف كوچك نشان مي      ر xبردارها  .  عضو است  nاي سطري يا ستوني از        بردار، درايه  nيك  

به مثـال   . هاي بردار است    مختصات اين نقطه همان درايه     .آن نقطه نشان داد   يك جهت از مبدأ به يك نقطه با يك جهت از مبدأ به              
  :توجه كنيد

  
  بردارهاي خاص

  بردار صفر
  .هايش صفر باشد فهبردار مبدأ يا بردار صفر، برداري است كه تمام مؤل

  

1a

ka

na

b مخــروط
ط

  .مسأله نشدني است

 bناحيه كوچكتر از 

1a
ka

na

b

 .مسأله شدني است

na

b

1a
1a

na

b

  .مسأله شدني است .مسأله نشدني است

c
 

   

1
2
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  امiبردار واحد 
  .شود ام گفته ميi است، بردار واحد 1ام، كه برابر با iهايش صفر باشند و جز مؤلفة  به برداري كه تمام مؤلفه

  بردار مجموع
ر بردار   آن با ه   1شود كه حاصل ضرب داخلي     هاي آن يك هستند و از اينرو به آن بردار مجموع گفته مي             برداري است كه تمام مؤلفه    

  . خواهد بودxهاي  ، برابر مجموع مؤلفهxمانند 
  جمع بردارها

  :هاي نظير به نظير دو بردار اوليه هستند هايش مجموع مؤلفه جمع دو بردار هم اندازه برداري است با همان اندازه كه مؤلفه
n

n n
n

a (a ,a ,...,a )
a b (a b ,a b ,...,a b )

b (b ,b ,...,b )

 
      

1 2
1 1 2 2

1 2
  

a bت كه از رسم دو بردار  قطر متوازي الاضلاعي اسb,aآيد  بدست مي.  

  
  ضرب بردارها

  اسكالرضرب 
  :اند  برابر شدهkهايش   است كه تمام مؤلفهa) يا اندازه(، برداري با همان مرتبه a در بردار k اسكالرحاصل ضرب عدد 

k
n na (a ,...,a ) ka (ka ,ka ,...,ka )  1 1 2  

kاگر   k و اگر a هم جهت ka باشد، 0    . خواهد بودa در خلاف جهت ka باشد 0

  
  ضرب داخلي

اي دو  به اين عدد حاصلضرب داخلـي يـا نقطـه     .  خواهد بود  اسكالرتوان در هم ضرب كرد و حاصل يك عدد           دو بردار هم اندازه را مي     
  :شود بردار گفته مي

n
n

i i
n i

a (a ,a ,...,a )
a.b a.b a b

b (b ,b ,...,b ) 

 
 
1 2

1 2 1
  

  نرم يك بردار
 كـه   aكنيم نرم    در اينجا نرم اقليدسي را معرفي مي      . به كار گرفت  گيري بزرگي يك بردار      توان براي اندازه   ي مختلفي را مي   ها مقياس

||با  a   . با خودش استaشود جذر حاصلضرب داخلي   نشان داده مي||
n

i
i

|| a || a


  2

1
  

                                                           
 . ضرب داخلي دو بردار در ادامه توضيح داده خواهد شد-  1
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  .هاي آن است اندازه بردار، تعداد درايه. اشتباه نگيريد نرم بردار را با اندازه بردار :نكته
  نامساوي شوارتز

  :به ازاي دو بردار دلخواه و هم اندازه
| a.b | || a || . || b ||  

  زاويه بين دو بردار
  : نشان دهيم داريم را با b,aاگر زاويه بين دو بردار 

a.b
Cos

|| a || .|| b ||
   

 دو بـردار    يبـه چنـين دو بـردار      . توان نتيجه گرفت دو بردار بر هم عمودنـد         بنابراين اگر حاصل ضرب داخلي دو بردار صفر باشد مي         
  .شود نرمال گفته مي

  فضاي اقليدسي
nE نشان دهندة يك فضاي اقليدسي nاين فضا تمام بردارهاي با .  بعدي استnگيرد ر مي درايه را در ب.  

  : تركيب خطي 
naاگر فرض كنيم  ,..., a ,a2   : شود   بردارهايي در فضا باشند، تركيب خطي آنها به صورت زير تعريف مي1

n n ib a a ... .a i , ,..., n         1 1 2 2 1 2  
B را تركيب خطي مثبت ia ها گوئيم اگر داشته باشيم:                                                      i i , ,..., n   1 2   

   :تركيب محدب
  :  گوئيم هرگاه داشته باشيم naو ...  و a2 و a1 بردارهاي  يا آنين را تركيب خطي محدبbبردار 

n

n n i i i
i

b a a ... a , ,..., n


            1 1 2 2
1

1 1 2  

  مجموعه محدب 
 را محدب گوئيم اگر داراي شرط زير باشد Sمجموعة   , 1  

 x , x S x x S      1 2 1 21  
  .  محدب است اگر خط واصل بين هر دو نقطه آن درونش واقع شودSبه عبارت ديگر مجموعة 
  فضاهاي خطي و محدب

  . باشدLS باشند، تمام تركيبات خطي آنها نيز عضو LS عضو a,bبطوريكه اگر .  استnE از LSيك زير فضاي خطي 
L

n

SL
LE

L

a S
a b S

b S

 
     

1 2  

  . استnE يك زيرفضاي محدب از LS باشند LS عضو b,aاگر تمام تركيبات محدب 
هاي داراي علامت تساوي در واقع نشان دهنده يك ابر صفحه هستند كه در حالـت                  تمام معادلات و محدوديت     :تعريف ابر صفحه  

  : شوند  كلي بصورت زير نمايش داده مي
 H x px k   

P :  بردار ثابت  
X :  بردار مجهول  
K :  مقدار ثابت  

يك نـيم فـضا در حالـت كلـي          .  نشاندهنده يك نيم فضا هستند      يا   ها با علامت     تمام معادلات و محدوديت    : تعريف نيم فضا  
  . شود بصورت زير نمايش داده مي

 زير فضاي خطي

 از
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 
 

H x Px k

H x Px k





 

 
  

  . دهد اشتراك دو نيم فضاي فوق يك ابر صفحه و اجتماع آنها كل فضا را نتيجه مي
  : استقلال خطي

11...0 را مستقل خطي گوييم، هرگاه از معادله aan,...,1بردارهاي  nnaa 0تنها به جواب,  jj برسيم .  
  :پايه 

  .توليد كنندرا يك پايه براي فضا گوييم هرگاه كل فضا را aan,...,1بردارهاي مستقل 
12 بعدي مانند بردارهاي     nاي از فضاي       پايه :قضيه aaan  به طور bهر عضو دلخواه از اين فضا مانند بردار .  را در نظر بگيريد   ,...,,

  .شود منحصر به فردي بر حسب اعضاي اين پايه نشان داده مي
چون يك پايه در فضاي       :نكته n     بعدي هميشه بايد n باشد، پس بعد يك پايه منحصر به فـرد يعنـي    بردار داشته n  ولـي  .  اسـت

  . يك پايه خودش منحصر به فرد نيست
برعكس به ازاي هر پايه، يك نقطه       . وجود دارد ) نه لزوماً منحصر به فرد    ( به ازاء هر نقطه رأسي و جواب شدني پايه، يك پايه             :قضيه

  ).منحصر به فرد وجود دارد(راسي يا جواب شدني پايه 
  :د نكتهچن
 اند هر مجموعه از بردارها كه شامل بردار صفر باشند، وابستة خطي. 

 هر زير مجموعه از بردارهاي مستقل، مستقل است. 

 ي استطاي از بردارهاي وابسته داشته باشد، وابسته خ هر مجموعه از بردارها كه زير مجموعه. 

  برداري در آن وجـود داشـته باشـد كـه            اگر و تنها اگر    است   اي از بردارها كه شامل بردار صفر نيست وابسته خطي          هر مجموعه 
 .بتوان آن را بصورت تركيب خطي ساير بردارهاي مجموعه نوشت

  در فضايn بعدي حداكثر nتوانند مستقل خطي باشند  بردار مي.  
   چند وجهي -4-1

  .  چند وجهي عبارت است از اشتراك تعداد متناهي ابر صفحه و يا نيم فضا:تعريف 
  . ها محدب هستند شود كه چند وجهي تعريف چند وجهي نتيجه مياز 
  با بردار ديگر پايه  تعويض يك بردار -5-1

kjفرض كنيد بردارهاي a,...,a,....a1خواهيم بردار  مي.  يك پايه براي فضا باشندaرا جايگزين بردارjaكنيم .  
  .كيب خطي بردارهاي پايه نوشتتوان آن را به صورت تر يك بردار در اين فضاست پس ميaچون 

k ka a ... a ... a       1 1 1  
kaaaدر اين صورت بردارهاي    .0j مستقل خطي هستند اگر و تنها اگر1,...,,...,

kkjj را به صورت تركيب خطي بردارها  aدرواقع وقتي  aaaa   را جـايگزين هـر   aتوانيم  نويسيم، مي  مي11......
  . آن در تركيب فوق مخالف صفر است كنيمiبرداري از پايه كه ضريب 

   بحث در تعداد جوابهاي دستگاه -6-1
 رتبه سطري ماتريس: تعريف A برابر ماكزيمم تعداد سطرهاي مستقل خطي Aاست.  

  رتبه ستوني ماتريس:تعريف Aبرابر ماكزيمم تعداد ستونهاي مستقل خطي Aاست .  
  (و بـا  ) شـود  گفته مـي به آن رتبه ماتريس . (در هر ماتريس رتبه سطري برابر با رتبه ستوني ماتريس است   : نكته(AR  نمـايش
  .دهند مي

),min()( nmARA nm   
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  اگر صفر شد، بردارهـا     . دست آوريد   ها را به    براي چك كردن استقلال بردارها رتبه ماتريس حاصل از كنار هم قرار دادن آن             : نكته
  .اند صورت مستقل خطي وابسته هستند و در غيراين

  اگر  : نكته),min()( nmA  R گوييم A        درواقع رتبه كامل سطري .  ستوني باشد  رتبه كامل دارد كه ممكن است سطري يا
يعني اينكه همه سطرها مستقل خطي هستند و هرگاه بگوييم ماتريسي رتبه كامل ستوني دارد، بدان معني است كه تمام ستونهاي            

  . مستقل خطي هستندAماتريس
  هرگاه در ماتريس  : نكتهmmA   0 داشته باشيم)det(  AA         بدان معني است كـه مـاتريس A     سـطري يـا    (رتبـه كامـل
mARپس . ندارد) ونيست )(  
 در دستگاه معادلات خطي :تعريف bAx  از افزودن ستون بردار به ماتريس، ماتريس افزوده ،)|( bAشود  حاصل مي.  

)|( وAتعداد سطرهاي دو ماتريس  bA با هم برابر است ولي تعداد ستونهاي )|( bAيك واحد بيشتر است .  
bAxخواهيم در وجود و تعداد جوابهاي دستگاه          حال مي    ا ماتريس افـزوده     ابتد.  بحث كنيم)|( bA   اكنـون دو   . سـازيم    را مـي
nmAماتريس   1( و()|(  nmbAگيريم را در نظر مي.  

  
  . نوشتAدر اين حالت دستگاه نشدني است و مسئله جواب ندارد چون بردار را نمي توان با استفاده از تركيب خطي ستونهاي 

    .مسئله حتماً جواب دارد 
mkARچون   )(   پس حتماً در ماتريسA          بـراي حـل، مـاتريس       .  سطرهاي وابسته به هم، وجـود داشـته اسـتA    را بـه دو

  :كنيم  قسمت تقسيم مي

22
11
bxA

bxA
A

n)km(

nk







  

1A :سطرهاي مستقل  
2A :سطرهاي وابسته  

11حال كافيست دستگاه     bxA         2 را حل كنيم و چون سطرهايA   1 تركيب خطي سطرهايA     1 هستند، هر جوابA 2بجـواA 
  .هست

11اكنون به بررسي حل دستگاه   bxA 1چون فرض كرديم كه تمام سطرهاي . پردازيم  ميA 1 مستقل هستند پسA رتبه كامل 
kARسطري دارد و  )(  و تعداد ستون 1 nk  
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B : 1ستونهاي مستقلA  
N : ستونهاي وابسته  

  .ير است يك ماتريس معكوس پذB و 0Bايم پس   ريختهBچون تمام ستونهايي كه مستقل خطي هستند را در 
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  .آيد پس مساله بيشمار جواب دارد  به دست ميBx يك مقدار جديد براي Nxبا دادن هر مقدار به 
تعداد ستونها  nkbARAR )|()()3  

bBxB.در اين حالت مساله جواب منحصر به فرد دارد
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bAx حل دستگاه معادلات -7-1   
bAxبراي حل دستگاه   ابتدا ماتريس افزوده )b|A(كنيم تا به دستگاه جديد   را سطري پلكاني ميbRx برسيم .  

  :افتد  يكي از حالات زير اتفاق مي

  جواب منحصر به فرد داريم 

I  افتد كه چند سطر وابسته داشته ولي رتبه  اين حالت وقتي اتفاق مي
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  .كامل ستوني داشته باشيم
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02اگر b 02، دستگاه جواب منحصر به فرد دارد ولي اگر bباشد، دستگاه جواب ندارد  .  
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  .در اين حالت رتبه كامل سطري داريم
bNxIx NB   

  .آيد شمار مقدار به دست مي  بيBx براي Nxبا دادن مقادير مختلف به 

  
  .و نه رتبه كامل ستونيدر اين حالت نه رتبه كامل سطري داريم 

  
02اگر bباشد، دستگاه بي شمار جواب دارد .  
02اگر bباشد، دستگاه جواب ندارد .  
در حل دستگاه : مثالAx = bقابل تبديل به يكـديگر  3 و 2 و 1هاي  ر سمت راست، كداميك از حالتي با تغيير مقاد 

  باشند؟  نمي
   3 1 :1 گزينه

   1 2: 2گزينه 
   2 3: 3گزينه 

  : ها منظور از حالت
1 ()/()( BARAR         2 (mkBARAR  )/()(  
3 (nkBARAR  )/()(  

  3گزينه : پاسخ
 قادر بـه تبـديل   bشود وليكن از طريق دستكاري   شامل حالت چهارم مي 2و گزينه   . شود   مي 6-1 شامل حالت دوم از مواد       1گزينه  

  .  نيستيم3مذكور در گزينه 
   نقطه راسي -8-1

  :دهيم  در اين قسمت سه تعريف براي نقطه راسي ارائه مي
1 (x را نقطه راسي مجموعهXه متمايز گوييم اگر نتوان آن را به صورت تركيب محدب اكيد دو نقطXنوشت .  
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2 ( x را يك نقطه راسي مجموعه محدبx   گوييم اگر و تنها اگر}{xX محدب باشد .  
3( x     را نقطه راسي X        هاي گذرنده از     گويند اگر بتوان از تمام ابر صفحهx  تعريف كنندةx  حداقل يك دسـته n   تـايي ابـر
  .فحه مستقل پيدا كردص

  . استتباهيده تاي آنها مستقل هستند، از يك نقطه راسي بگذرد آن نقطه n  ابر صفحه كه nاگر بيشتر از
   جهت شدني براي يك نقطه -9-1

  .حيه شدني بماندحركت دهيم، داخل نايك جهت را براي يك نقطه، شدني گوييم هرگاه اين نقطه را در آن جهت به اندازه 
243 يك جهت شدني براي dدر شكل روبرو،  ,, xxx1ولي براي .  استxجهت شدني نيست .  

  
  )1-10شكل (                      

   جهت دورشونده براي يك نقطه -10-1
ركت دهيم، داخـل ناحيـه   نهايت ح  تا بيd را براي يك نقطه، جهت دورشونده گوييم هرگاه اين نقطه را در جهت      dيك جهت مانند  
  .شدني قرار بگيرد

Sxi، محدب و بسته باشد، هر جهت دورشونده براي نقطه           S اگر   :قضيه              يك جهت دورشونده براي تمام نقـاط آن مجموعـه ،
  .است

  يافتن جهت دورشونده در دستگاههاي مختلف -11-1

1 (0d يك جهت دورشونده براي
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bAx است اگر و تنها اگر دستگاه












0

0

0

d

d

Ad

  .دجواب داشته باش

2 (0d يك جهت دورشونده براي
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bAx است اگر و تنها اگر دستگاه 
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  .جواب داشته باشد

3 (0d يك جهت دورشونده براي 
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bAx است اگر و تنها اگر دستگاه 
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  . جواب داشته باشد

  .، يك جهت دورشونده براي يك دستگاه است هرگاه دستگاه همگن آن جواب غيرصفر داشته باشد0dبه عبارت ديگر
تــوان نرمــال كــرد و بــراي حفــظ خطــي بــودن راحتتــر اســت كــه از نــرم    هــا را مــي ز چنــدگانگي، ايــن جهــتبــراي اجتنــاب ا

1...21  nddd      0چـون . براي نرمال كردن اسـتفاده شـودd    21...1تـوان از رابطـه         اسـت مـي  nddd 

}|,,{بنــابراين مجموعــة . اســتفاده كــرد   dddAddD هــاي دور شــونده   جهــت11
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bAx را مــشخص

  .سازد مي
كران باشد در يك مساله جهت دورشونده داريم اگر و تنها اگر ناحيه شدني بي: كته ن.  
 مجموعه كراندار جهت دورشونده ندارد: نكته .  
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  يافتن جهت هاي دورشونده يك شكل-12-1
ايـن  . وريـم آ  كنيم و اشتراك آنها را بـه دسـت مـي            ها را از مبدا مختصات رسم مي       در يك دستگاه مختصات جديد موازي محدوديت      

  )شكل زير . ( هاي دورشونده است اشتراك مجموعة جهت
  
  
  
  
  
  
  

  )1-11شكل (            )1-12شكل (      
  :سي جهت رأ-13-1

 0dگوييم اگر نتوان آن را به صورت تركيب خطي مثبت از دو جهت متمايز نوشت را يك جهت راسي مي.  
  . راسي هستند جهت هايd2 و1dدر شكل قبل دو جهت 

هاي رأسي آن مجموعه به دست آوردتوان با استفاده از تركيب محدب جهتهاي يك مجموعه را ميتمام جهت: نكته .  
هاي راسي يك ناحيه هيچگونه ارتباطي با هم ندارند  تعداد نقاط راسي و جهت:نكته.  
 ه است كه مرزهايش عضو آن باشنداي بست ناحيه. ( اي بسته نباشد جهت راسي ندارد  اگر ناحيه: نكته(.  

 مساله روبرو را در نظر بگيريد : مثال:
0


x

bAx  
bAx و 0xناحيه شدني اين مساله بسته نيست، چون مرز ناحيه يعني  عضو ناحيه مورد قبول نيستند .  

  
  .اين مساله جهت راسي ندارد

  
  
 
  

ساله  جهت هاي راسي م   : نكته
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D            اسـت و ايـن روش بـراي سـاير حـالات  

  .ريزي خطي نيز قابل تعميم است مسائل برنامه
 مجموعه : مثالXبا نامعادلات زير داده شده است .  
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  : به صورت زير استDمجموعه

  

 عبارتست ازDنقاط راسي مجموعه   
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  .آيند بدست مي2d و1d بايد از تركيب محدب xدورشونده 
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