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سخن مولف:

خدايا به ما كمك كن تا آنچه كه مي گوييم به نفع همه ي ما باشد. 
با توجه به استقبال فراوان دانشجويان عزيز براي ورود به دانشگاه  و آزمون هاي ورودي دانشگاه ها 
و همچنين كمبود كتاب هاي آموزشي مفيد و مناسب، سعي بر اين داشتيم تا كتابي در خور علم 

و شأن شما عزيزان ارائه دهيم. 
در اين كتاب سعي كرديم درس به طور كامل و مفيد تدريس شود تا هيچ شبهه اي در مطالب اين 

كتاب وجود نداشته باشد. 
رويكرد ما در تاليف اين كتاب، آموزشي و آزمون محور بوده و دانشجويان عزيز با مطالعه ي دقيق 
و عميق كتاب حاضر، قادر خواهند بود كه به سوالات آزمون هاي ورودي دانشگاه ها، پاسخ مناسب 

دهند. به طور كلي كتاب حاضر دربردارنده ي موارد زير مي باشد:
1( ارائ��ه ي درس به ط��ور كامل و جامع و مفيد به طوري كه هي��چ مطلب مفيدي از قلم نيفتاده 

باشد. 
2( ارائه ي تست هاي تاليفي و كنكور در درس  نامه ها براي تمرين و بيان بهتر مطالب درسي

3( ارائه ي بيش از 500 پرسش چهار گزينه اي سال هاي گذشته
4( پاس��خ تش��ريحي پرس��ش هاي چهار گزينه اي به طوري كه به راحتي قابل فهم براي خواننده 

باشد. 
5( بيان روش هاي كوتاه و تستي در پاسخ هاي تشريحي 

6( بيان سوالات تستي و كوتاه در قالب نكات و آموزش درس
7( حل مرحله به مرحله ي س��والات به طوري كه هر دانشجويي با هر رتبه علمي به راحتي بتواند 

مطلب را فراگيرد.
تالي��ف هي��چ كتاب��ي ب��دون نق��ص و اش��تباه نخواه��د ب��ود بنابراي��ن از هم��ه دوس��تان، 
 هم��كاران اس��اتيد بزرگ��وار تقاض��ا داري��م ت��ا نظ��رات و انتق��ادات خ��ود را ب��ه ايمي��ل

m_ mohamadpoor@yahoo.com ارسال نمايند. 
در آخر از جناب آقاي دكتر س��ياري و آقاي مهندس س��ياري مديران محترم موسسه ي ماهان، 
همچنين دوست عزيز و محترم اين جانب، جناب آقاي مهندس روشناس كه زمينه را براي تاليف 

اين كتاب فراهم نمودند، كمال تشكر و سپاس گزاري را دارم. 
همچنين از ويراستاران محترم و تايپيست هاي گرامي و عزيز كه همگي از هيچ تلاشي براي ارائه 

مطلوب اين كتاب فروگذار نكرده اند، تشكر و قدرداني مي نمايم. 
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تست هاي طبقه بندي شده فصل اول
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تقديم به پدر و مادر عزيز و دلسوز و
  همسر صبور و مهربانم كه از وقت ايشان براي

  تاليف اين اثر استفاده كردم
و ايشان با شكيبايي

  كاستي هاي بنده را تحمل كردند.
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آنچه در این فصل می خوانیم:

تابع متناوب
توابع زوج و فرد

دنباله و سري مثلثاتي
سري فوريه

بسط هاي نيم دامنه اي
قضيه همگرايي سري فوريه

اتحاد پارسوال
تعريف انتگرال فوريه

انتگرال فوريه
انتگرال فوريه سينوسي

انتگرال فوريه كسينوسي
قضيه همگرايي انتگرال فوريه

سري فوريه مختلط
انتگرال فوريه مختلط

تبديل فوريه
تبديل فوريه سينوسي و كسينوسي

مشتق و انتگرال گيري از سري فوريه
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قبل از شروع بحث سري فوريه به بيان بعضي از مباحث مورد نياز براي يادگيري سري فوريه مي پردازيم. البته اين مباحث در رياضي عمومي 1 
تدريس شده و يادآوري آن ها پيش نياز مبحث سري فوريه خواهد بود.

 .

، متناوب گويند هرگاه: fD y را در دامنه تعريفش  f (x)= تابع حقيقي 

fx D t T f (x T) f (x)∀ ∈ ∃ = > ⇒ + =

x(f( مي باشد.  t را دوره تناوب مي گويند و منظور كوچك ترين دوره تناوب تابع  T= را متناوب و  ( )f x تابع

T مي باشد. 
a
π

= برابر  sin ax و  cos ax 1- دوره تناوب توان هاي زوج توابع 

مي باشد.
2
π

=
π

=
a

T به صورت  sin x2 2 به  عنوان مثال دوره تابع 

مي باشد.  T
a
π

=
2 sin برابر  ax و  cos ax 2- دوره تناوب توان هاي فرد توابع 

=π مي باشد. 
π

=
π

=
2

22
a

T sin به صورت  x3 2 به  عنوان مثال دوره تناوب تابع 

3- دوره تناوب مجموع چند تابع متناوب برابر ك م م دوره هاي تناوب توابع مي باشد. 
sin به صورت زير مي باشد:  x cos x+3 22 3 به عنوان مثال دوره تناوب تابع 

sin x T
a

cos x T
a

π π → = = = π
 ⇒ π π → = =


3

2

2 22
2

3
3

ك م م
 

, π π = π  
 

3

4- دوره تناوب تابع ثابت را مي توان هر عدد مثبت دلخواهي در نظر گرفت. 
و ... مي باشد. 

2
T  ،T خواهد بود و به صورت T باشد، دوره تناوب قدر مطلق آن تابع، كسري از T 5- اگر دوره تناوب تابعي برابر

sin كسري از T مي باشد. فرض مي كنيم دوره تناوب آن  x مي باشد و دوره تناوب  π=
π

= 2
1

2T به عنوان مثال دوره تناوب تابع sinx برابر 

=π باشد، درستي اين مقدار را بررسي مي كنيم. 
π

=
2

2
2
T

قدرمطلق را منفي حذف مي كند. 

مي باشد.
a
T bax(fy( برابر  += ax x(fy( باشد، آن گاه دوره تناوب  = 6- اگر T دوره تناوب تابع 

44     مي باشد.

2

2
=

π
π

=
π
π

=
a
T برابر )xcos(

3
1

2
−

π مي باشد و دوره تناوب تابع  π=
π

= 22
a

T به عنوان مثال دوره تناوب تابع  cosx برابر

f (x nT) f (x), n Z+ = ∈ x(f)Tx(f( باشد، آن گاه .  =+ 7- اگر 
T,,..., باشد.  π×−π×−π= 27212  به عنوان مثال دوره تناوب sinx مي تواند 

( )sin x sin x sin xπ+ = − =
 

cosx 

sinx 

- { 

تعريف تابع متناوب

{-
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 . )x(f)x(f =− ∋fDx داشته باشيم  x(f( زوج است هرگاه به ازاي هر  1- تابع 
 . )x(f)x(f −=− ∋fDx داشته باشيم  فرد است هرگاه به ازاي هر  )x(f 2- تابع 

 . sin x, x3 و تابع فرد تابعي است كه نسبت به مبدأ  مختصات قرينه باشد، مثل cos x, x2 ها قرينه باشد، مثل y 1- تابع زوج تابعي است كه نسبت به محور 

   

  

  

  
      

         cosx  


 22
a

T        )xcos( 3
1

2 
 

44

2

2










a
T .  

7 . )x(f)Tx(f     f (x nT) f (x),n Z`  .  
      sinx   ,...,,T  27212  .  

  
   :  

1 . )x(f       fDx   )x(f)x(f   .  
2 . )x(f      fDx   )x(f)x(f  .  

    :  
1 .        y     cos x, x2                 

 sin x, x3 .  
  
  
  
  
  
2 .    f ( x) f (x)         )x(f)x(f .  
3 .                                  

  (+)    )- (            )- (   .  
     xxy  :  

 (-) y x f ( x) x1     )1  
y x f ( x) x x      2 ( ))2  

 y x x ( ) ( ) ( )         
4.  y c      y         .  
5 .        .  

               .  
 y x f ( x) x ( )     )1  
 y x f ( x) ( x) x ( )      2 2 2)2  
 y x f ( x) ( x) x ( )       3 3 3 )3  
 y x f ( x) x x ( )       )4  
 y cos ax f ( x) cos a( x) cos ax ( )        )5  
 y sin ax f ( x) sin a( x) sin ax ( )       )6  

  y x x ( ) ( )       )7  
 y x cos x ( ) ( )      )8  
   y x sin x ( ) ( )      )9  

   X x xy e f ( x) e e ( )        )10  
        y x x f ( x) x ( x) x x (x x )             2 2 2 2)11  

3xy 2xy 
)( )(

 . =−− )x(f)x(f f و در توابع زوج داريم  ( x) f (x)− + =  2- در توابع فرد داريم 
3- اگر تابع به صورت ضرب دو تابع بود براي بدست  آوردن زوج و فرد بودن آن از اصل مثبت و منفي استفاده مي كنيم، به اين گونه كه تابع زوج را 

مثبت )+( و تابع فرد را )-( فرض مي  كنيم و از حاصل ضرب آن ها تابع فرد )-( تشكيل مي شود. 

xxy داريم: = به عنوان مثال در تابع 
1( y x f ( x) x1 = → − = − فرد  )-(  

2( ()2 +=−=−→= xx)x(fxyجوز

y x x ( ) ( ) ( )⇒ = → − × + = − فرد 
=y باشد، هم زوج و هم فرد مي باشد .  y همواره زوج است و اگر  c= 4- تابع 

5- مجموع و تفاضل دو تابع فرد، فرد است. 
به عنوان مثال توابع زير را از لحاظ زوج يا فرد بودن بررسي مي كنيم. 

1( y x f ( x) x ( )= → − = − − فرد
2( y x f ( x) ( x) x ( )2 2 2= → − = − = + زوج  
3( y x f ( x) ( x) x ( )3 3 3= → − = − = − − فرد

4( y x f ( x) x x ( )= → − = − = + زوج 
5(  y cos ax f ( x) cos a( x) cos ax ( )= → − = − = + زوج
6( y sin ax f ( x) sin a( x) sin ax ( )= → − = − = − − فرد 

7( y x x ( ) ( )= → − × + = − فرد  
8( y x cos x ( ) ( )= → − × + = − فرد 
9( y x sin x ( ) ( )= → − × − = + زوج   

10( X x xy e f ( x) e e ( )− − − −= → − = = + زوج   
11( y x x f ( x) x ( x) x x (x x )= + → − = − + − = − + = − −2 2 2 2 نه زوج و نه فرد    
12( y sin x cos x f ( x) sin( x) cos( x) sin x cos x= + → − = − + − = − + نه زوج و نه فرد    

زوج

توابع زوج و فرد
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n nsin x cos x sin x cos x ... sin x cos x
L L L L L L

2 21 π π π π π π
+ + + + + + + دنباله به صورت                

 
T مي باشد.  L= 2 را دنباله مثلثاتي مي گويند كه اين دنباله داراي دوره تناوب 

سري زير را سري مثلثاتي مي گويند.

1(
L n mcos x sin xdx , m,n

L L
α+

α

π π
= ∀ ∈∫

2
 

 به عنوان مثال:      

 

2(
L Ln ncos xdx , sin xdx

L L
α+ α+

α α

π π
= =∫ ∫

2 2
 

) باشد. L) L2 2α + −α = اين نكته زماني استفاده مي شود كه طول بازه 
به عنوان مثال:

cos xdx cos xdx
π −π+ π

−π −π

π
= =

π∫ ∫
2



3(
L L n mn mcos x cos xdx ,m,n

n mL L
α+

α

=π π
= ∈ ≠

∫
2





L L n mn msin x sin xdx ,m,n
n mL L

α+

α

=π π
= ∈ ≠

∫
2



 به عنوان مثال:

cos x cos x dx cos cos x dx cos x cos x dx
π −π+ π π

−π −π −π

π π
= ⇒ =

π π∫ ∫ ∫
2 33 3 0

n , m= =1 3

تعريف دنباله مثلثاتي

تعريف سري مثلثاتي

ويژگي هاي دنباله مثلثاتي

cos x sin xdx cos x sin x dx
π π+ π

π π

π π
= =

π π∫ ∫
3 2 44 

n n
n na cos x b sin x ... a cos x b sin x

L L L L2 2
2 2π π π π

+ + + + +

n n
n

n na (a cos x b sin x) a a cos x b sin x
L L L L

∞

=

π π π π
+ + = + +∑ 1 1

1
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L را بتوان با يك سري مثلثاتي تقريب زد  x L− < < x يا  Lα < < α +2 T را  L= 2 y با دوره تناوب  f (x)= هر گاه تابع متناوب 
را در آن از روي فرمول اويلر به دست  آوريم در اين صورت سري را سري فوريه مي نامند. n nb ,a ,a



به طوري كه ضرايب مجهول 

مي باشد، كدام است؟ x− < ≤1 1 كه  y x= مثال: سري فوريه تابع 

 n

n
( ) sin n x

n

∞

=

−
− π

π∑
1

2 1  )2     n

n
( ) cos n x

n

∞

=

−
− π

π∑
1

2 1  )1

n
sin n .sin n x

∞

=

π π
π∑

1

1  )4    
n

cos n .cos n x
n

∞

=

π π
π∑

1

1  )3

f (x) x , x T= − < ≤ ⇒ =1 1 ابتدا – انتها  ( ) L L= − − = = ⇒ =1 1 2 2 1 

n n
n

n nx a (a cos x b sin x)
L L

∞

=

π π
⇒ = + +∑

1


L
a f (x)dx x dx x dx

L
α+ − +

α − −
= = =

×∫ ∫ ∫
2 1 2 1

1 1

1 1 1
2 2 1 2

y تابعي فرد است و بازه متقارن است پس انتگرال تابع فرد در بازه متقارن برابر صفر است. x= چون تابع 

a x dx
−

= =∫
1

1

1
2



L

n n
n na f (x)cos x x dx x.cos x dx a x.cos n x dx

L L
α+ − +

α − −

π π
= = ⇒ = π∫ ∫ ∫

2 1 2 1

1 1

1 1
1 1

) و انتگرال تابع فرد در بازه  ) ( ) ( )− × + = − y تابعي زوج )+( است و در كل تابع داريم: فرد  cos n x2 = π y فرد )-( و تابع  x1 = تابع 
متقارن برابر صفر است. 

na x.cos n x dx
1

1−
= π =∫ 

L

n
n nb f (x)sin x dx x.sin x dx

L L
α+ − +

α −

π π
= =∫ ∫

2 1 2

1

1 1
1 1

nb x.sin n x dx
−

⇒ = π∫
1

1

) مي باشد و انتگرال تابع زوج در  ) ( ) ( )− × − = + y نيز تابعي فرد )-( است و كل تابع، زوج  sin n x2 = π y تابعي فرد )-( و  x=1 تابع 

L

L

x

L

n

a f (x)dx
L

nb f (x)sin x dx
L L

na f (x)cos x dx
L L

2

2

2

1
2
1

1

α+

α

α+

α

α+

α

 =


π =


π =

∫

∫

∫



n n
n

n nf (x) a (a cos x b sin x)
L L

∞

=

π π
= + +∑

1


تعريف سري فوريه
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بازه متقارن، دو برابر انتگرال صفر تا بازه بالاي آن مي باشد. پس:

nb x.sin n x dx x sin n x dx
−

= π = π∫ ∫
1 1

1
2



dvبراي به دست آوردن حاصل انتگرال از روش جز به جز استفاده مي كنيم و داريم:
sin n xπ

u
x

+

1-


+

)n با يكديگر هم ارزند زيرا: )−1 cos و  nπ توابع 
n n n

cos n cos cos cos
= = =

π π = − π = π = −
1 2 3

1 2 1 3 1
n( ) ( ) ( ) ( )− − = − − = − = −1 2 31 1 1 1 1 1 1

sin خواهد بود. داريم: nπ =  π برابر صفر است پس  )n قرار داد و تابع sin نيز در مضارب صحيحي از  )−1 مي توان  cos nπ پس به جاي 

n n
nb ( ( ) ) ( )

n n n
− −

= − + × = −
π π π2 2
1 1 22 1 1

 در نهايت خواهيم داشت:
 n

n n
n n

n nx a (a cos x b sin x) ( ) sin n x
L L n

∞ ∞

= =

π π −
= + + = − π

π∑ ∑
1 1

2 1


گزينه  )2( صحيح است. 

انتگرال توابع زوج و فرد را در بازه متقارن به صورت زير داريم:

a

a−∫ عبات تابع فرد  درف  dx =   و 
a

a−∫ عبات تابع زوج  جوز 
a

dx dx= ∫2


عبات  جوز 
   dx تابع زوج  

روش جز به جز يكي از مهم ترين روش هاي انتگرال گيري است كه در اين جا به طور كامل آن  را توضيح خواهيم داد. فرمول رابطه 
udv مي باشد كه بايد يك عبارت را u و عبارتي را dv در نظر بگيريم و از اين فرمول استفاده كنيم. uv vdu= −∫ ∫ جزبه جز به  صورت 

 dv و سمت راست را v ولي روش كوتاه تري نيز براي اين روش وجود دارد. در اين روش از يك جدول استفاده مي كنيم كه ستون سمت چپ عبارت
در نظر مي گيريم. روش جز به جز معمولاً زماني استفاده مي شود كه عبارت به صورت ضرب دو عبارت باشد كه در هم ضرب نمي شود و معمولا، اين 
عبارت ها به صورت جبري- نمايي، جبري- مثلثاتي يا نمايي- مثلثاتي مي باشند. در اين حالت معمولاً عبارت جبري را به عنوان u و عبارت نمايي 
و يا مثلثاتي را dv در نظر مي گيريم. سپس از سمت چپ )u( مشتق مي گيريم تا به صفر برسيم و از ستون سمت راست )dv( انتگرال مي گيريم 

و از بالا يك در ميان جملات را مثبت و منفي مي گذاريم و به صورت ضربدري آن ها را در هم ضرب مي كنيم.

dvu

        ↓ ↓  مشتقمعمولاً عبارت جبري يا نمايي    معمولاً عبارت نمايي و يا مثلثاتي     انتگرال    

 x sin xdx x cos x sin x c= − + +∫ به عنوان مثال: 
dv

sin x
u
x+

cos x−1-
sin x−+

nb ( cos n sin n ( sin( ))
n n n
−

⇒ = π+ π− +
π π π2 2 2 2
1 1 12  

cos n x
n
−

π
π
1

sin n x
n
−

π
π2 2
1

 ]n
xb x sin n x dx ( cos n x sin n x)

n n
−

= π = π + π
π π∫

1 1
2 2
12 2
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−x به كدام صورت است؟ < <
1 1
2 2

y در  x x= مثال: سري فوريه تابع 
n

n

n

( )( ( ) )sin n x
n n n3 3 3 3

1

1 1 11 6
2

∞

=

−
− + + π

π π π∑  )2  n n

n
( ( ) ( ) ) cos n x
xn n n

∞

=

−
− + − − π

π π π∑ 3 3 3 3
1

1 1 11 1 2
4

 )1

n
n

n

( )( ( ) )sin n x
n n n

∞

=

− −
− + − π

π π π∑ 3 3 3 3
1

1 1 11 2
2

 )4   n

n

cos n( ( ) ) cos n
n n x2 2 3 3

1

1 11 2
2

∞

=

π
− + + π

π π π∑  )3

y x x , x T= − < < → =
1 1
2 2

ابتدا - انتها ( )= − − =
1 1 1
2 2

L L= ⇒ =
12 1
2

L2 است، پس:  دوره تناوب سري فوريه برابر

n n
n

n nx x a (a cos x b sin x)
L L

∞

=

π π
= + +∑

1


L
a f (x)dx x x dx x x dx

L
− +α+

α − −
= = =∫ ∫ ∫

1 112
2 2

1 1
2 2

1 1
2 1

) فرد مي باشد  ) ( ) ( )− × + = − زوج )+( است پس كل تابع  y x2 = y فرد)-( و  x=1 همان طور كه گفته شد اين تابع تابعي فرد است زيرا 

و حاصل انتگرال آن در بازه متقارن برابر صفر است.

a x x dx
−

= =∫
1
2
1
2





L

n
n na f (x)cos x dx x x cos x dx

L L
− +α+

α −

π π
= =∫ ∫

1 12
2

1
2

1 1
1 1
2 2

na x x cos n x dx
−

⇒ = π∫
1
2
1
2

2 2

) فرد مي باشد و حاصل انتگرال آن در بازه  متقارن  ) ( ) ( )− × + = − cos نيز تابعي زوج است، پس كل تابع  n xπ2 x تابعي فرد )-( و  x تابع 
برابر صفر است.

na x x cos n x dx
−

= π =∫
1
2
1
2

2 2 

L

n
n nb f (x)sin x dx x x sin x dx

L L
− +α+

α −

π π
= =∫ ∫

1 12
2

1
2

1 1
1 1
2 2

nb x x sin n x dx
−

⇒ = π∫
1
2
1
2

2 2

) زوج مي باشد و حاصل انتگرال آن برابر مقدار زير است: ) ( )− × − = + sin نيز فرد)-( است، پس كل تابع  n xπ2 x فرد )-( و  x  تابع 

nb x x sin n x dx x x sin n x dx
−

= π = × π∫ ∫
1 1
2 2
1
2

2 2 2 2 2


) همواره مثبت است. پس قدر مطلق آن تأثير ندارد و قدر مطلق آن را برمي داريم در نتيجه: , )1
2

 x در بازه ي 

nb x .sin n x dx= π∫
1

224 2
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]nb ( x cos n x x sin n x cos n x)
n n n

= − × π + × π + π
π π π

1
2 2

2 2 3 3
1 1 24 2 2 2 2

2 4 8 

nb ( cos n sin n cos n ( cos( ))
n n n n2 2 3 3 3 3

1
1 1 2 244 2

2 2 4 8 8

−
⇒ = π+ × × π+ π− + +

π π π π
  

 
sin مي باشد. پس داريم: nπ =  )n قرار مي دهيم  و  )1− cos عبارت  nπ به جاي 

n n
nb ( ( ) ( ) )

n n n3 3 3 3
1 1 14 1 1

8 4 4
−

= − + − −
π π π

n
n

n

( )x x ( ( ) )sin n x
n n n

∞

=

− −
⇒ = − + − π

π π π∑ 3 3 3 3
1

1 1 11 2
2

n
n

n

( )x x ( ( ) )sin n x
n n n

∞

=

− −
⇒ = − + − π

π π π∑ 3 3 3 3
1

1 1 11 2
2

گزينه  )4( صحيح است. 

آن  فوريه  آن گاه سري  باشد،  زوج  تابع  اين   ، x Lα < < α +2 كه   T L= 2 تناوب  دوره  با   f (x) متناوب  تابع  دو  اگر   -1
nb مي باشد.  =  كسينوسي خواهد بود يعني 
≡ضرايب sin صفر است. cos≡ تابع زوج )+(  

x فرد باشد، آن گاه سري فوريه آن سينوسي است يعني در  Lα < < α +2 T در بازه ي درباره  L= 2 f با دوره تناوب  (x) 2- اگر تابع 
na خواهد بود.  a= =



 سري فوريه 
na صفر است. و  a



 ≡  sin  ≡ تابع فرد )-(

x−π كدام است؟ < < π y درباره  x= مثال: ضريب تابع كسينوسي در سري فوريه براي تابع 

−
9
11

 )4    π3
12

 )3   1
6

 )2 1( صفر  

na )ضريب كسينوس( صفر است.  a و


y  يك تابع فرد است و با توجه به نكته 2 در توابع فرد x= تابع
گزينه  )1( صحيح است. 

dv
sin n xπ2

u
x2+

cos n x
n
−

π
π
1 2

2
x2-

sin n x
n
−

π
π2 2
1 2

4
2+

cos n x
n

π
π3 3

1 2
8



-

 

n
n

nf (x) a a cos x
L

∞

=

π
= +∑

1


n
n

nf (x) b sin x
L

∞

=

π
=∑

1
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xa كدام است؟  ، x−π < < π y كه  x= 2 مثال: در تابع 

 cos n x
n
× π2

2 3  )4   n( )
n

−2
4 1  )3   cos x

n
π2

1  )2   ( )n
n

−2
2 1  )1

na مورد نظر  nb برابر صفر است و در اين جا فقط  na وجود دارد و  a و 


y تابعي زوجي است، پس سري فوريه آن كسينوسي و  x= 2 تابع 
است در نتيجه داريم:

) زوج خواهد بود. پس داريم: ) ( ) ( )+ × + = + cos هر دو زوج هستند )+( و كل تابع نيز  nx x2 و  توابع 

na x .cos nxdx
π

=
π ∫

22
 با استفاده از روش جز به جز داريم:

n
x xa [ sin nx cos nx sin nx)]
n n n

π⇒ = + −
π

2

2 3
2 2 2



na [ sin n cos n sin n ( )
n n n
π π

⇒ = π+ π− π− + −
π

2

2 3
2 2 2

  

sin برابر صفر خواهد بود. در نتيجه داريم: nπ )n را قرار مي دهيم و حاصل  )−1 cos مقدار  nπ به جاي 

n n n
n na ( ( ) ( ) ) ( ) a ( )

n n n n n
π π π

= + − − × = × − ⇒ = −
π π

2

2 3 2 2
2 2 2 2 2 41 1 1 

گزينه )3(  صحيح است.

 مقدار ثابت سري فوريه كدام است؟
x x

f (x)
x

 < <
= 

− < <

2 1
1


 

مثال: در  تابع 

1
4

 )4   1
2

 )3   1
3

 )2   1
6

 )1

L
a f (x)dx,T

L
α+

α
= ∫

21
2

L  2=)1-( -1= ابتدا- انتها=  L⇒ = ⇒ =2 2 1       
دوره تناوب سري فوريه برابرL2 است پس داريم:

a f (x)dx f (x)dx
− +

− −
⇒ = =∫ ∫

1 2 1

1 1

1 1
2 2

چون تابع، يك تابع ضابطه اي است، پس با توجه به بازه  ها و انتخاب تابع انتگرال را مي شكنيم. 

]xa dx x dx x dx ( ) ( )
−

= + = = = − =∫ ∫ ∫
31 1 12 2

1

1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 3 2 3 6







 



گزينه  )1( صحيح است.

L

n
na f (x)cos xdx,T

L L
α+

α

π
= =∫

21 ابتدا – انتها  ( )= π− −π = π2

L L⇒ = π⇒ = π2 2

n
na x .cos x dx x .cos nx dx

−π+ π π

−π −π

π
⇒ = =

π π π∫ ∫
2 2 21 1

dv
cos nx

u
x2+

sin nx
n
12x

-

cos nx
n
−

2
12

+

sin nx
n
−

3
1



-
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  سري فوريه به كدام صورت است؟
x

f (x)
x

− π < <
=  < < π

2
3





مثال: براي تابع 

n `
cos nx

n

∞

= π∑
1

2  )4  
n

sin nx
n

∞

=

+
π∑

1

3 2
2

 )3  
n

sin nx
n

∞

=

+
π∑

1

5 2
2

 )2  
n

cos nx
n

∞

=

+
π∑

1

5 2
2

 )1
 

 T= ابتدا و انتها ( ) , L L= π− −π = π = π⇒ = π2 2 2   

L
a f (x)dx f (x)dx

L
α+ π

α −π
⇒ = =

π∫ ∫
21 1

2 2

چون تابع ضابطه اي است، انتگرال را با توجه به بازه ها مي شكنيم و تابع مورد نظر را در هر بازه انتخاب مي  كنيم. 

a dx dx
π

−π
= + =

π π∫ ∫
1 12 3

2 2






( x)] ( x)] ( ) ( )π
−π + = + π + π−

π π π π
1 1 1 12 3 2 3

2 2 2 2




 

a⇒ = × π+ × π = + =
π π
1 1 3 52 3 1

2 2 2 2

L

n
n na f (x)cos x dx f (x)cos x dx

L L
α+ −π+ π

α −π

π π
= =

π π∫ ∫
2 21 1

na f (x)cos nx dx
π

−π
⇒ =

π ∫
1

و باز هم با توجه به بازه ها انتگرال را مي شكنيم:

n n
a cos nx dx cos nx dx

π

−
= + =
π π∫ ∫
1 12 3





[ sin nx)] ( sin nx)]
n n

π
−π + ⇒

π π
1 2 1 3





na ( ) ( )
n

= − + − =
π

1 1
    

L n L

n
n nb f (x)sin dx f (x)sin x dx

L L
2 21 1α+ − +

α −π

π π
= =

π π∫ ∫

nb f (x)sin nx dx
π

−π
⇒ =

π ∫
1

با توجه به بازه هاي تابع ضابطه اي، انتگرال را مي شكنيم:

nb sin nx dx sin nx dx
π

−π
= + =
π π∫ ∫
1 12 3





( cos nx)] ( cos nx)]
n n

π
−π

− −
+ ⇒

π π
1 2 1 3





nb ( ) ( ) ( ) ( )
n n n n n n
− −

= − + + = × +
π π π π
1 2 2 1 3 3 1 4 1 6

nb
n n n
−

⇒ = + =
π π π

4 6 2

n
f (x) sin nx

n

∞

=

⇒ = +
π∑

1

5 2
2 گزينه )2(  صحيح است.
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سروكار داريم كه داراي سري فوريه نمي باشد ولي مي توان آن  را به دو صورت زير گسترش داد: y f (x)= ، x L< <   با توابع غير متناوب مانند
: x L< < y در f (x)= 1- سري فوريه كسينوسي تابع 

n
n

nf (x) a a cos x
L

∞

=

π
= +∑

1


na را خواهيم داشت: a و 


كه در آن 
L

L

n

a f (x)dx
L

na f (x)cos x dx
L L

 =
 π =


∫

∫

1

2







: x L< < y در  f (x)= 2- بسط نيم  دامنه فرد و يا سري فوريه سينوسي تابع 

n
n

nf (x) b sin x
L1

∞

=

π
=∑

nb را به صورت زير به دست مي آوريم: و 

L

n
nb f (x)sin xdx

L L
π

= ∫
2



 سري فوريه سينوسي به كدام صورت است؟
x x

f (x)
x

< < π
=  π ≤ < π 2





مثال: در تابع 

 n( sin n )sin x
x2
4

2 2
π  )2  n( cos n )sin x

n2
2

2 2
π π  )1

n n( cos x sin )sin x
n n
− π π

+
π 2
1 2 4

2 2 2
 )4  n( sin n )sin x

n
π

π 2
1 4

2 2
 )3

L مي باشد. = π2 >x است، پس مقدار  < π2 x مي باشد و در اين مثال  L< < در بسط  هاي نيم دامنه اي 

n
x

nf (x) b sin x
L1

∞

=

π
=∑

L

n
n nb f (x)sin x dx f (x)sin x dx

L L
22 2

2 2
ππ π

= =
π π∫ ∫

 

n
nb f (x)sin x dx

π
⇒ =

π ∫
21

2 و بعد با استفاده از بازه هاي تابع ضابطه اي انتگرال را مي شكنيم:

n
n nb x.sin xdx sin x dx

π π

π
= + ×
π π∫ ∫

21 1
2 2



n
nb x sin x dx

π
⇒ =

π ∫
1

2

بسط هاي نيم دامنه اي )سري هاي فوريه سينوسي و كسينوسي(
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و به كمك روش جز به جز به حل اين انتگرال مي پردازيم:
dv

nsin x
2

u

x
+

ncos x
n

−
2

2
1

-

nsin x
n

− 2
4

2
0+

n
x n nb ( cos x sin x)]
n n

π= − +
π 2
1 2 4

2 2 

n
n nb ( cos sin ( sin( ) ))

n n n
− π

⇒ = ×π+ ×π− + ×
π 2 2
1 2 4 4

2 2
 

n
nb ( cos sin n )

n n
− π π π

⇒ = +
π 2
1 2 4

2 2

n

n nf (x) ( cos sin n )sin x
n n

α

=

π π π
= − +

π∑ 2
1

1 2 4
2 2 2 گزينه  )3( صحيح است.

>x سري كسينوسي آن به كدام صورت است؟ < π f و  (x) x= مثال: در تابع 

n

n

( )( ) cos nx
n n

∞

=

π −
+ −∑ 2 2

1

1 1
3

 )2  
n

n

n ( )( ( )) cos nx
n n

∞

=

−
+ −

π∑ 2 2
1

2 1 1
2

 )1

n

n

( )( ( ))sin nx
n n

∞

=

π π −
+ −∑ 2 2

1

1 1
3 3

 )4  
n

n

( )( ( ))sin nx
n n

∞

=

π π −
+ −∑ 2 2

1

1 1
2 2

 )3

L مي باشد.  = π >x مي باشد، پس  < π x است و در اين سوال  L< < بسط نيم  دامنه اي 

n
n

nf (x) a a cos x,
L

∞

=

π
= +∑

1


L xa f (x)dx xdx ( )]
L

π π= = =
π π∫ ∫

21 1 1
2 

 

a ( )π π
⇒ = − =

π

21
2 2



L

n
n na f (x)cos xdx x cos x dx

L L
ππ π

= = −
π π∫ ∫

2 2
 

na x cos nx dx
π

⇒ =
π ∫
2

 با استفاده از روش جز به جز براي انتگرال داريم:

dv

cos nx
u

x+

sin nx
n
1

1-

cos nx
n
−

2
1

+

                                             

 

 

n
xa ( sin nx cos nx)]
n n

π⇒ = + =
π 2
2 1



( sin n cos n ( ))
n n n
π

π+ π− +
π 2 2
2 1 1
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sin خواهد بود. nπ =  )n قرار داد و  )−1 مي توان  cos nπ به جاي 

n
na ( ( ) )

n n
⇒ = − −

π 2 2
2 1 11

n

n

( )x ( ( )) cos nx
n n n

∞

=

π −
⇒ = + −∑ 2 2

1

2 1 1
2 گزينه  )1( صحيح است. 

>x كدام است؟ < π2 ] كه  ,L] f در بازه متناهي  (x) sin x= مثال: سري فوريه كسينوسي براي تابع 

  
n

ncos x
n

∞

=

+
π +∑

1

2 2
2 2

)2     
π
2  )1

n

ncos x
n

∞

=

+
π −∑ 2

1

2 4
4 2

 )4   
n

n ncos x
n

∞

=

+
−∑

1

2
2 2 2

 )3

n
n

nf (x) a a cos x,L
L1

2
∞

=

π
= + = π∑



L n
a f (x)dx sin x dx

L
= =

π∫ ∫
21 1

2

 

sin ابتدا ريشه هاي آن را به دست مي آوريم و اگر ريشه به دست آمده بين بازه انتگرال بود، انتگرال را مي شكنيم.  x براي به دست آوردن علامت 
sin x x , , ,...= ⇒ = π π2 

π از روي دايره مثلثاتي چون sin محورyها است پس  πبين بازه انتگرال قرار دارد، پس قدر مطلق را مي شكنيم. از صفر تا  از بين ريشه ها فقط 
π2 منفي است پس داريم: π تا  مثبت است و از 

n
a sin xdx sin x dx

π π
= + −

π π∫ ∫
21 1

2 2



a ( cos x)] (cos x)]
n

π π
π⇒ = − + ⇒

π
21 1

2 2 

a ( ) ( )= + + + = + =
π π π π π
1 1 1 1 21 1 1 1

2 2

n
n na f (x)cos x dx sin x cos x dx

L L
π ππ π

= =
π π∫ ∫

22 2
2 2 

n
na sin x cos x dx

π
⇒ =

π ∫
21

2

باز هم بايد قدرمطلق در بازه شكسته شود پس:

n n

n na sin x cos x dx sin x cos x dx
π π

= + −
π π∫ ∫

21 1
2 2

n
n n n na (sin x sin x)dx (sin x sin x)dx

π π

π

+ − + −
= + − +
π π∫ ∫

21 1 2 2 1 1 2 2
2 2 2 2 2 2

n
n na ( cos x cos x)]

x n
π− + +

= × −
π + −
1 1 2 2 2 2

2 2 2 2 2 

n n( cos x cos x)]
n n

π
π

− + −
− × −
π + −

21 1 2 2 2 2
2 2 2 2 2
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n باشد داريم: با فر ض آن كه 1=

na ( cos cos ( )) ( cos )
n

− − −
= π− π− − − × π

π
1 2 3 1 2 1 2 32 2 2

2 3 2 2 3 2 3 2

cos ( cos cos )−
− × π− π− π

1 2 3 12 2 2
2 3 2 2

،  برابر صفر خواهد بود. π
2

كسينوس مضارب فردي از 

na ( ) ( ) f (x)= + − + = ⇒ =
π π π
1 2 1 2 22 3

2 3 2 3


گزينه  )1( صحيح است.

sin cos (sin( ) sin( ))α β = α +β + α −β
1
2

cos cos (cos( ) cos( ))α β = α +β + α −β
1
2

sin sin (cos( ) cos( ))α β = α −β − α +β
1
2

L2 باشد، برابر خودش مي شود. )توان دوم آن نيز  n در هر بازه  اي كه طول آن  ncos x,sin x
L L
π π سري فوريه هر يك از توابع 

برابر خودش است(. 
x−π كدام است؟ < < π f در بازه  (x) x cos x= + 2 مثال: سري فوريه براي تابع 

n

n

( )cos x cos nx
n

∞

=

−
+ +∑

1

11 2
2

 )2  
n

n

( )cos n cos nx
n

∞

=

−
+ +∑

1

1 1 12
2 2

 )1

n
sin x cos nx sin nx

∞

=

+ +∑
1

1 1 2
2 2

 )4  
n

n

( )cos x sin nx
n

∞

=

− −
+ +∑

1

1 1 2 12
2 2

 )3

cos xf (x) x cos x x x cos x+
= + = + = + +2 1 2 1 1 2

2 2 2
cos برابر خودش است و فقط سري فوريه x را به دست مي آوريم و اين تابع  x2 همان طوري كه مشخص است و با توجه به نكته بالا سري فوريه 

نيز تابعي فرد است پس يك تابع سينوسي خواهد بود.

با استفاده از روش جز به جز داريم:

L

n n
n

n nx b sin x,b f (x)sin x,L
L L L

∞ α+

α
=

π π
= = =∑ ∫

2

1

1 ابتدا- انتها 

( ) L L= π− −π = π⇒ = π⇒ = π2 2 2

nb x.sin nx dx
π

−π
=
π ∫
1

dv
sin nx

u
x+

1-


+

cos nx
n

−
1

sin nx
n

− 2
1
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n
xb ( cos nx sin nx)]
n n

π
−π⇒ = − +

π 2
1 1

nb ( cos n sin n ( cos n( ) sin n( )
n n n n
−π π

= π+ π− −π + −π
π 2 2
1 1 1

π برابر صفر است و كسينوس تابعي زوج است. را قرار مي دهيم و سينوس در مضاربي از  n( )−1 cos تابع nπ به جاي 
. پس: cos( n ) cos n− π = π  يعني 

n n
n n

n
( ) ( )b ( ( ) ( ) ) ( )

n n n n
π π − ×π − −

= − − − − = ×− =
π π
1 1 1 2 11 1 2

n

n

( )x sin nx
n

∞

=

− −
⇒ =∑

1

2 1

n

n

( )f (x) cos x sin nx
n

∞

=

− −
⇒ = + +∑

1

1 1 2 12
2 2

گزينه  )3( صحيح است.

به طور تكه اي پيوسته و  (a, b) ، در هر زير فاصله اي متناهي از R مثل y f (x)= x و  Lα < < α +2 T كه  L= 2 هر گاه تابع متناوب 
هموار باشد، آن گاه سري فوريه f موجود به ازاي هرx حقيقي است و داريم:

n n
n

f (x ) f (x ) n na (a cos x b sin x)
L L

+ − ∞

=

+ π π
= + +∑

12 

f حد چپ تابع در نقطه x مي باشند. (x )− f حد راست و  (x )+ كه در آن 
در نتيجه:

x به صورت تكه اي پيوسته است.


f موجود و متناهي باشد، آنگاه f در  (x ) f (x )+ −+ به عنوان مثال براي تابع زير خواهيم داشت : اگر  

x cos x
f (x) x

x

 <= 
 >

1


 

اين حد تعريف نشده است زيرا زير راديكال نبايد منفي شود.

x
lim x cos

x−→

1


x
lim( )

+→
=



 

f موجود و متناهي نيست، در نتيجه اين تابع به صورت تكه اي پيوسته نيز نمي باشد. ( ) f ( )+ −+  پس چون 

 هموار به معناي مشتق پذيري است يعني مشتق چپ و راست موجود و متناهي باشد و يا به عبارت ديگر داريم:

x هموار مي باشد.


 باشد، آن گاه f در 
f (x )
f (x )

+

−

′ < ∞
 ′ < ∞





اگر 

قضيه همگرايي سري فوريه
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 به صورت زير عمل مي كنيم:
x ; x

f (x)
; x

x

2 1 2
1 2

 − >
= 

<

به عنوان مثال در تابع 

x f ( ) ( )
f (x) f ( )

f ( )
x

+

−

  < ∞′ = = 
  ′ ′= → = ⇒ −  − − < ∞′ =  

2

42 2 2 2 4
2 11 12

44
x موجود و متناهي مي باشد.  = 2 x به طور تكه اي هموار است يعني مشتق چپ و راست آن در نقطه  = 2 پس تابع f در 

تابع )x(f در بازه )a,b( به طور تكه اي پيوسته است هرگاه )f)x در همه  جاي بازه پيوسته باشد و در نقاط انتهايي بازه داراي حد 
متناهي باشد.

به عنوان مثال براي بررسي اين كه تابع زير در R به طور تكه اي پيوسته است، به صورت زير مي توان عمل كرد:

x

x

x , x

f (x) x , x

, x
x

lim x

lim( x )
−

+

→

→

 <



= − < <

 >

=

 − = −

2 1 1
1 1

2 1 1










، موجود و متناهي است، در نتيجه اين تابع در نقطه صفر به طور تكه اي پيوسته است. هم چنين: f ( ) f ( )+ −+  پس چون 

x

x

lim( x )

lim
x

−

+

→

→

− = − =



=


1

1

2 1 2 1 1

1 1
f موجود و متناهي است، در نتيجه اين تابع در نقطه يك به طور تكه اي پيوسته است. ( ) f ( )− ++1 1 چون 

پس چون تابع در اين دو نقطه به طور تكه اي پيوسته است، پس در R نيز به طور تكه اي پيوسته مي باشد.

 n na a cos nx b sin nx+ +∑


به صورت   x ,T−π < < π = π2 متناوب  دوره  با   f (x) x x= + 2 فوريه  اگر سري  مثال: 
x كدام است؟ = π باشد، مقدار سري در نقطه 

π22  )4    π2  )3    π2 )2    π  )1

n n
f (x ) f (x ) a a cos nx b sin nx

+ −+
= + +∑2 

n n
f ( ) f ( ) a a cos nx b sin nx

2

+ −π + π
= + + ⇒∑



f ( ) f ( ) ( )+ −−π + π −π+ −π + π+ π π
= = = π

2 2 2
22

2 2 2 گزينه  )2( صحيح است.

a مفروض باشد، آن گاه داريم: x b< < و  T L= 2 y با دوره تناوب   f (x)= اگر تابع متناوب 

1( f (a ) f (b )− −=  2( f (b ) f (a )+ +=

f برابر است. ( )+−π f با  ( )+π و در اين مثال 
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عددي  سري  مقدار  مي باشد،   x−π < < π كه   T = π2 متناوب  دوره  با   f (x) x= تابع  فوريه  سري  روي  از  مثال: 

−... كدام است؟ + − +
1 1 11
3 5 7

π
4

 )4    π
3

 )3    π
2

 )2    π  )1

n n
n

f (x) a a cos nx b sin nx
∞

=

+ +∑
1





na صفرند. a و


nb را به دست آوريم در حالي كه  f يك تابع فرد است، پس سري آن سري سينوسي است و فقط كافي است  (x) x= چون 

L

n
nb f (x)sin x dx, L L

L L
α+

α

π
= = π⇒ = π⇒∫

21 2 2

n
nb x sin x dx x sin nx dx

−π+ π π

−π −π

π
= =
π π π∫ ∫

21 1

براي حل انتگرال از روش جز به جز استفاده مي كنيم:

xx sin nx dx cos nx sin nx
n n
−

⇒ = +∫ 2
1

) حاصل تابعي زوجي مي باشد. پس براي به دست آوردن انتگرال در بازه  )−×− = + هر دو توابعي فرد هستند و  sin xπ از طرفي توابع x و 
متقارن به صورت زير عمل مي كنيم:

nb x sin x dx x sin nx dx
π π

−π
= π = ⇒
π π∫ ∫
1 2



n
xb ( cos nx sin nx)] [( cos n sin n ) ( sin )]

n n n n n
π− π

= + = − π+ π − +
π π2 2 2
2 1 2 1 1



 

 
)n هم ارز است پس داريم: )−1 cos با  nπ π برابر صفر است و  تابع سينوس، در مضاربي از

n n
nb ( ( ) ) ( )

n n
−π −

= − = −
π
2 21 1

n

n
f (x) x ( ) sin nx

n

∞

=

−
⇒ = = −∑

1

2 1
حال بايد مقدار سري عددي را با توجه به سري فوريه به دست آمده، به دست آوريم. سپس به صورت زير عمل مي  كنيم:

n

n

f (x ) f (x ) ( ) sin nx
n

+ − ∞

=

+ −
= − ⇒∑

1

2 1
2

f (x ) f (x ) sin x sin x sin x sin x sin x ...
+ −+

= − + − + +
2 2 2 22 2 3 4 5

2 2 3 4 5
π را قرار مي دهيم:

2
پس به جاي x مقدار 

f ( ) f ( )
x ...

+ −π π
+π

= ⇒ = − + − + +
2 2 2 22 2 2

2 2 3 5 7 9

dv
sin nx

u
x+

1-


+

cos nx
n

−
1

sin nx
n

− 2
1
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x ( ...)
×π

⇒ = = − + − + →
1
21 1 12 1

2 3 5 7

... π
⇒ − + − + =

1 1 11
3 5 7 4 گزينه  )4(  صحيح است.

 π
2

) باشد و با توجه به گزينه ها و سري داده شده در صورت سوال، اين مقدار برابر  , )−π π  مقدار x كه مورد نظر است بايد در بازه 

مي باشد.

x−π مي باش�د، مقداري س�ري عددي  < < π T كه  = π2 xf ب�ا دوره متناوب  (x) =
2

4
مث�ال: ب�ا توجه به س�ري فوري�ه تابع 

 كدام است؟
n

...
n

∞

=

+ + + + =∑ 2
1

1 1 1 11
4 9 16

π2

3
 )4    π2

6
 )3    π

3
 )2    π

6
 )1

T L L= π⇒ = π⇒ = π2 2 2

n n
n

n nf (x) a (a cos x b sin x)
L L

∞

=

π π
+ +∑

1




L x xa f (x)dx dx dx
L

α+ −π+ π π

α −π −π
= = =

π π∫ ∫ ∫
2 22 21 1 1

2 2 4 2 4

x2 تابعي زوج  است زيرا:

4
تابع 

( x) xF( x) f (x)
2 2

4 4
−

− = = =

پس براي به دست آوردن انتگرال آن در بازه متقارن، انتگرال صفر تا بازه مشتق را به دست مي آوريم و سپس آن را دو برابر مي كنيم:

xa dx ( x )] ( )
π π π

⇒ = × = × = π − =
π π π π∫

2 3
3 31 1 1 1 12

2 4 4 3 12 12

 



a π
⇒ =

2

12

na را به دست آوريم. در  nb برابر صفر است و فقط بايد  x2 زوج است، پس سري فوريه آن كسينوسي است يعني 

4
از طرف ديگر چون تابع 

نتيجه داريم:

L

n
n x na f (x)cos x cos x dx
L

α+ −π+ π

α −π

π π
= = ×
π π π∫ ∫

22 21 1
4

n
xa cos nx dx

π

−π
⇒ = ×

π ∫
21

4
) زوج مي باشد. پس حاصل انتگرال  )+×+ = + cos توابع زوج )+( هستند؛  پس كل تابع  nx x2 و تابع 

4
همان طور كه گفته شد توابع 
زير به دست مي آيد:

 
به صورت

 
n

xa cos nx dx x cos nx dx
n

π π
= × × =

π∫ ∫
2

21 12
4 2 
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و حاصل انتگرال را از روش جز به جز به دست مي آوريم:

n
x xa ( sin nx cos nx sin nx)]
n n n

π⇒ = + − ⇒
π

2

2 3
1 2 2

2 

na [( sin n cos n sin n ) ( )]
n n n
π π

= π+ π− π − + −
π

2

2 3
1 2 2

2
  

)n هم ارز است پس: )−1 cos با  nπ πبرابر صفر است و تابع  تابع سينوس در مضاربي از  

n n
n na ( ( ) ) a ( )

n n
π

= − ⇒ = −
π 2 2
1 2 11 1

2
n

n

( )f (x) cos nx
n

∞

=

π −
+ ⇒∑

2

2
1

1
12



( ) ( ) ( )f (x) cos x cos x cos x ...π − − −
+ + + + ⇒

2 1 2 3

2 2
1 1 12 3

12 1 2 3


f (x) cos x cos x cos x ...π
− + − +

2 1 12 3
12 4 9



x بررسي شود: = π با توجه به سري عددي داده شده بايد همه جملات در يك )1-( ضرب شود پس بايد تابع در نقطه 

f ( ) f ( )x ...
+ −π + π π

= π⇒ = + + + +
2 1 11

2 12 4 9
: f ( ) f ( )+ +−π = π همان طور كه قبلًا هم گفته شده 

f ( ) f ( ) ...
+ −−π + π π

= + + + +
2 1 11

2 12 4 9

x داريم: = π xf و به دست آوردن حد چپ و راست آن در نقطه  (x) =
2

4
و با توجه به تابع 

...

π π
+ π

= + + + + ⇒

2 2

2 1 14 4 1
2 12 4 9

n nn n

∞ ∞

= =

π π π π
= + ⇒ − = ⇒∑ ∑

2 2 2 2

2 2
1 1

1 1
4 12 4 12

n nn n

∞ ∞

= =

π − π π
= ⇒ =∑ ∑

2 2 2

2 2
1 1

3 1 1
12 6

گزينه  )3( صحيح است.

، توان n برابر و يكسان باشند، در اين 
n

( )
n

∞

=
∑ 2

1

1  و سري عددي مفروض 
n

n

( )( cos nx)
n

∞

=

π −
+∑

2

2
1

1
12

اگر در سري فوريه حاصل 

صورت از قضيه همگرايي سري فوريه بايد استفاده كرد.

dv
cos nx

u
x2+

2x-

2+

-

sin nx
n
1

cos nx
n
−

2
1

sin nx
n
−

3
1

x xx cos nx dx sin nx sin nx
n n n

⇒ = + −∫
2

2
2 3

2 2

 



رياضي مهندسي

28

x−π است، مفروض باشد، با توجه به سري فوريه آن، مقدار  < < π T كه  = π2 f با دوره تناوب  (x) x= 2 مثال: اگر در تابع

−... كدام است؟ + − +2 2 2
1 1 11
2 3 4

سري عددي 

π2

4
 )4    π2

6
 )3    π2

12
 )2    π2

3
 )1

na را به دست آوريم: ,a


nb برابر صفر است و فقط بايد  f تابعي زوج است كه سري فوريه آن نيز كسينوسي است پس  (x) x= 2 تابع 

L
a f (x)dx, L T L

L
α+

α
= = = π⇒ = π∫

21 2 2
2

a x dx x dx
−π+ π π

−π −π
⇒ = =

π π∫ ∫
2 2 21 1

2 2

x2 تابعي زوج است، انتگرال آن در بازه متقارن به صورت زير به دست مي آيد: چون

a x dx ( x )] ( )
π π π π π

= × = = − = × =
π π π π∫

3 3 2
2 31 1 1 1 12

2 3 3 3 3 





L L

n
n na f (x)cos x dx x cos x dx

L L
α+ −π+

α −π

π π
= =

π π∫ ∫
2 2 21 1

na x cos nx dx
π

−π
⇒ =

π ∫
21

) مي باشد و داريم: )+×+ = + cos هر دو زوج اند پس كل تابع نيز زوج  nx, x2 توابع

na x cos nx dx
π

= ×
π ∫ 21 2

 براي به دست آوردن انتگرال از روش جز به جز استفاده مي كنيم:

n
n

x xa ( sin nx cos nx sin nx)]
n n n

⇒ = + −
π

2

2 3
2 2 1



na [( sin nx cos n sin n ) ( )]
n n n
π π

⇒ = + π− π − + −
π

2

2 3
2 2 1

  

πبرابر صفر است پس داريم: )n هم ارز است و تابع سينوس در مضاربي از  )−1 cos با تابع nπ تابع 
n n

na ( ( ) ) ( )
n n
π

= − = −
π 2 2
2 2 41 1

n

n

nx ( ) cos nx
n

∞

=

⇒ + − ⇒∑
2

2
2

1

4 1
3



x ( ) cos x ( ) cos x ( ) cos x ...π
+ − + − + − + ⇒

2
2 1 2 3

2 2 2
4 4 41 1 2 1 3

3 1 2 3


dv
cos nx

u
x2+

x2-

2+

-

sin nx
n
1

cos nx
n
−

2
1

sin nx
n
−

3
1

 

x xx cos nx dx sin nx cos nx sin nx
n n n

⇒ = + −∫
2

2
2 3

2 2
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nx ( cos x cos x cos x ...)−
+ − + +

2
2 1 14 2 3

3 4 9


x تابع را بررسي   كنيم: =  با توجه به سري خواسته شده بايد در 

f ( ) f ( )x ( ...)
+ −+ π

= ⇒ = + − + − +
2 1 14 1

2 3 4 9
 



f در نقطه صفر برابر صفر است، پس داريم: (x) x= 2 و از طرف ديگر حد چپ و راست تابع 

( ) ( ...)π −π
= + − + − + ⇒ = − − + −

2 21 1 1 14 1 000 4 1
3 4 9 3 4 9



n ...⇒ = − + +
2 1 11

12 4 9 گزينه )2(  صحيح است. 

 n n
n

n nf (x) a (a cos x b sin x)
L L

∞

=

π π
+ +∑

1


 x به صورت  Lα < < α +2 و  T L= 2  اگر سري فوريه تابع )f )x با دوره تناوب 

باشد، آن گاه تساوي پارسوال را به صورت زير تعريف مي كنيم:

n

L

n
n

(f (x)) dx a (a b )
L

∞α+

α
=

= + +∑∫
2 2 2 2 2

1

1 2


 ...+ + +
1 11
9 25

، حاصل سري  x , f (x) x< < =1 مثال: به كمك اتحاد پارسوال و به دست آوردن سري فوريه كسينوسي تابع 
كدام است؟

π2

16
 )4   π2

96
 )3   π2

9
)2   π

9
)1

L
a f (x)dx x dx x ]

L
= = = = − =∫ ∫

1 2 21 1 1 1 1
1 2 2 2 

 



L

n
n na f (x)cos x dx x cos x dx

L L
π π

= =∫ ∫
12 2

1 1  حاصل انتگرال را به روش جز به جز به دست مي آوريم:

n
xa x cos n x ( sin n x cos n x)]

n n
⇒ π = π + π ⇒

π π∫ 1
2 2
12 2



 

na [( sin n cos n ) ( )]
n n n

= π+ π − + ⇒
π π π2 2 2 2
1 1 12 

n n

n
( ) ( )a ( )
n n n
− − −

= − =
π π π2 2 2 2 2 2
1 1 1 12 2

اتحاد پارسوال

dv
cos n xπ

u
x+

1-


+

sin n x
n

π
π
1

cos n x
n
−

π
π2 2
1

xx cos n x dx sin n x cos n x
n n

⇒ π = π + π
π π∫ 2 2

1
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f به صورت زير به دست مي آيد. (x) x= پس سري فوريه كسينوسي تابع 

n

n

( )f (x) x cos n x
n

∞

=

− −
= + π

π∑ 2 2
1

1 1 12
2



و طبق اتحاد پارسوال داريم:

n

n

( )x dx ( ) ( )
n

∞

−
=

− −
⇒ = +

π∑∫
1 2 2 2

2 21 1

1 1 1 12 4
1 2
x ] ( ...)−⇒ = + + + + + +

π π π

3
1

1 4 4 4
1 4 4 44

3 2 9 25
 

( ) ( ...) ( ...)−
⇒ − = + + + + ⇒ = + + + ⇒

π π4 4
1 1 1 16 1 1 1 16 1 11 1
3 3 2 9 25 16 9 25

...π
= + + +

4 1 11
96 9 25 گزينه )3( صحيح است.

f كو چك تر از بي نهايت شود.  (x) dx
∞

−∞∫ ∞−x مي باشد را به طور مطلق انتگرال پذير مي گويند هرگاه حاصل  < < ∞ y كه  f (x)= تابع 
و يا به عبارت ديگر حاصل اين انتگرال موجود و متناهي باشد.

مثال: كدام  يك از توابع زير در بازه داده شده به طور مطلق انتگرال پذير هستند؟

 
xe x

f (x)
x

− >
= 

<

2

1




 )2     f (x) x=  )1

xf (x) e=  )4   
xe x

f (x)
x

− >
= 

<

3


 

 )3

f هر يك از گزينه ها را به دست آوريم. (x) dx
∞

−∞∫ در اين مثال بايد حاصل 

1( f (x) dx x dx
∞ ∞

−∞ −∞
=∫ ∫  

اين تابع، تابعي زوج است زيرا:

f ( x) x x f (x)− = − = =
پس براي حل انتگرال آن در بازه متقارن به صورت زير عمل مي كنيم:

xx dx x dx x dx ]
∞ ∞ ∞ ∞

−∞
= = = × = ∞ − = ∞∫ ∫ ∫

2

2 2 2
2 

 



) پس اين تابع به طور مطلق انتگرال پذير نمي باشد.  )∞ ∞ چون حاصل انتگرال موجود و متناهي نيست

براي شكستن قدر مطلق ابتدا ريشه داخل قدرمطلق را به دست مي آوريم. اگر ريشه بين بازه انتگرال بود انتگرال را مي شكنيم، در غير 
اين صورت علامت داخل قدرمطلق را به دست مي آوريم و قدر مطلق را حذف مي كنيم.

x dx x
∞

→ =∫




) همواره مثبت است پس قدرمطلق آن حذف مي شود. , )∞ x بين بازه انتگرال نيست و x در بازه  = 
x dx x dx

∞ ∞
=∫ ∫

 

2( x xf (x) dx dx e dx dx e dx
∞ ∞ ∞− −

−∞ −∞ −∞
= + = +∫ ∫ ∫ ∫ ∫2 21 1
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