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    ૸।ن ໇ฬر
  

 )قرآن كريم(دانند برابرند؟دانند با آنانكه نمي آيا آنانكه مي
مونه بشريت كه در تاريك دور پس از حمد و سپاس و ستايش به درگاه بي همتاي احديت و درود بر محمد مصطفي، عالي ن

ترين حد توحش و ضلال و بربريت و آنگاه  تاريخ، بنا به فرمان نافذ صمديت از ميان مردمي برخاست كه خود بودند در پست
شامل خويش هم ايشان را راهبري نمود و رهانيد از بدويت و استعانت جوييم از قرآن كريم، كتابي كه هست جاودانه و با قوانين 

  .ص تا ابديتنق بي
كتابي كه در دست داريد آخرين ويرايش از مجموعه كتب خودآموز مؤسسه آموزش عالي آزاد ماهان است كه برمبناي 

در اين ويرايش ضمن . آوري شده است اي جمع هاي چهار گزينه خلاصه درس و تأكيد بر نكات مهم و كليدي و تنوع پرسش
هاي ارشد تلاش گرديده است كه مطالب از منابع  ن تعيين شده جهت آزموهاي  توجه كامل به آخرين تغييرات در سرفصل

اي با كليد و در صورت  هاي چهار گزينه هاي متعدد بصورت پرسش مختلف معتبر و مورد تأكيد طراحان ارشد با ذكر مثال
  .نمايد لزوم تشريح كامل ارائه گردد تا دانشجويان گرامي را از مراجعه به ساير منابع مشابه بي نياز

گردد  هاي آزمايشي ماهان كه در جامعه آماري گسترده و در سطح كشور برگزار مي لازم به ذكر است شركت در آزمون
تواند محك جدي براي عزيزان دانشجو باشد تا نقاط ضعف احتمالي خود را بيابند و با مرور مجدد مطالب اين كتاب، آنها  مي

  .باشد ترين راه براي موفقيت مي لف موكد اين مسير به عنوان مطمئنهاي مخت را برطرف سازند كه تجربه سال
  .توانيد خدمات پشتيباني را دريافت داريد مي www.mahanportal.irلازم به ذكر است از پورتال ماهان به آدرس 

هاي مهم  شاخصهكه از  -هاي ارشد باليم كه همه ساله ميزان تطبيق مطالب اين كتاب با سؤالات آزمون و نيز بر خود مي
  .نمايد ما را در محضر شما سربلند مي -باشد ها مي ارزيابي كيفي اين كتاب

دانيم كه از همه اساتيد بزرگوار و دانشجويان ارجمند از سراسر كشور و حتي خارج از كشور و  در خاتمه بر خود واجب مي
ارتر كردن ويرايش جديد اين كتاب ياري نمودند همه همكاران گرامي كه با ارائه نقطه نظرات سازنده خود ما را در پرب

  .هاي بي چشمداشت، اين كتاب را به محضرشان تقديم نماييم سپاسگزاري نموده و به پاس تلاش

  مؤسسه آموزش عالي آزاد ماهان
  معاونت آموزش
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 اول فصل



 

  اولفصل 

  و جبر خطي ماتريس

  تعريف ماتريس و انواع آن: بخش اول

ماتريس آرايشي از اعداد به صورت 
n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

11 12 1

21 22 2

1 2




   


را درايـه يـا عضـو مـاتريس      a11 ،.... ،mnaهـر يـك از اعـداد    . است 

ijدر حالت كلي ماتريس به صورت . نامند مي m nA [a ]  است .ija باشد كه در سـطر   عضوي از ماتريس ميi  ام و سـتونj   ام قـرار گرفتـه
  . است Aهاي ماتريس  تعداد سطر و ستون هنشان دهند nو  m. است

m)هاي آن برابر است  ماتريسي كه تعداد سطر و ستون :ماتريس مربعي n) .هاي  در ماتريس مربعي درايهa11 ،a22 ، .... وnna   اعضـاي
na1 ،(nهاي  قطر اصلي و درايه )a 2 maو .... ، 1   . اعضاي قطر فرعي هستند 1

  . هاي متناظر آنها مساوي باشند مرتبه باشند و درايه را مساوي گويند هرگاه هم Bو  Aدو ماتريس  :تساوي دو ماتريس
ij ijA B i, j , a b    

m)ماتريسي است كه داراي يك سطر  :ماتريس سطري )1  وn  استستون .  
n)سطر و يك ستون  mماتريسي است كه داراي  :تونيماتريس س )1 است .  

  . هاي طرفين قطر اصلي صفر باشند نامند هرگاه درايه را قطري مي Aماتريس مربعي  :ماتريس قطري
ij(i j) a    0  

  . هاي قطر اصلي آن مساوي هستند ماتريس قطري است كه تمام درايه :لرماتريس اسكا
  . دهند نمايش مي Iهاي قطر اصلي آن برابر يك است و آن را با  ماتريس قطري است كه درايه :ماتريس هماني يا واحد

A I I A A     
  . ر اصلي همگي صفرندهاي واقع در زير قط ماتريس مربعي كه درايه :ماتريس بالا مثلثي

ij n n ijA [a ] ; i j a     0  
  . هاي واقع در بالاي قطر اصلي همگي صفرند ماتريس مربعي كه درايه :ماتريس پايين مثلثي

ij n n ijA [a ] ; i j a     0  

  ها  ضرب ماتريس
ijهرگاه  m nA [a ] 

1
ijو   n pB [b ] 

2
Aماتريس   B هاي ماتريس  زماني وجود دارد كه تعداد ستونA     با تعـداد سـطرهاي مـاتريس

B  برابر باشد، به عبارت ديگرn n1 ijباشد داريم  Bو  Aضرب ماتريس  Cاگر . 2 m pC [c ]   
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  هرگاه  :1مثالA
 

   

1 2 0
3 1 Bو  2

 
   
  

2 2
4 3
1 0

Aباشد،   B دست آوريد را به.  

( )
AB

( ) ( )

 
                                          

2 21 2 0 1 2 2 4 0 1 1 2 2 3 0 0 10 44 33 1 2 3 2 1 4 2 1 3 2 1 3 2 0 4 91 0
  

  .كنيم بصورت زير عمل مي  nAيك ماتريس باشد براي محاسبه ماتريس  Aهرگاه : 1نكته  
n nA A A , A A A , A A A , ... , A A A        2 3 2 4 3 1  

  . برسانيم nرا به توان  Aقطر اصلي ماتريس  هاي كافي است درايه nAيك ماتريس قطري باشد براي محاسبه ماتريس  Aاگر : 2نكته  
Aام ماتريس iبراي محاسبه سطر : 3نكته   B  كافي است سطرi ام ماتريسA  در كل ماتريسB ضرب شود .  
Aام ماتريس jبراي محاسبه ستون : 4نكته   B  كافي است كل ماتريسA  در ستونj ام ماتريسB ضرب شود .  
  . توان نتيجه گرفت كه يكي از دو ماتريس برابر صفر است اگر حاصلضرب دو ماتريس صفر شود نمي: 5نكته  
ABها برقرار نيست يعني از  دستور حذف در ماتريس: 6نكته   AC توان نتيجه گرفت كه  نميB C .  

AB AC B C , B C AB AC     
C.(AB)پذير است يعني  ها شركت ضرب ماتريس :7نكته   A.(BC)  
  . ها نسبت به عمل جمع از چپ و راست داراي خاصيت پخش است ضرب ماتريس: 8نكته  

A.(B C) AB AC , (A B).C A.C B.C       
ABداشته باشيم  Bو  Aاگر در مورد دو ماتريس : 9نكته   BA  و تمام اتحادهاي ديگر. (اتحاد زير برقرار است 2آنگاه(   

) (A B) A AB B )(A B ) (A B)(A B)       2 2 2 2 21 2 2  
هاي متنـاظر روي دو   ايههاي قطر اصلي آن حاصلضرب در حاصلضرب دو ماتريس بالا مثلثي يك ماتريس بالا مثلثي است كه درايه: 10نكته  

  . اين نكته براي ماتريس پايين مثلثي نيز برقرار است. هاي ضرب شونده است قطر اصلي ماتريس

  اگر  :2مثالA
 

   

2 1
1    .را به دست آوريد A100باشد ماتريس  0

n

A , A AA

n n
A AA A A

n n

           
                                  

         
                                 

2 3 2

4 3 100

2 1 2 1 3 2 2 1 3 2 4 3
1 0 1 0 2 1 1 0 2 1 3 2

2 1 4 3 5 4 1 101 100
1 0 3 2 4 3 1 100 99

  

  اگر  :3مثالA

 
   
  

1 1 1
0 1 1
0 0 1

   .را به دست آوريد nAباشد حاصل  

n

A AA

n(n )
n

A AA A n

     
            
          

 
      
                 
             
 

2

3 2

1 1 1 1 1 1 1 2 3
0 1 1 0 1 1 0 1 2
0 0 1 0 0 1 0 0 1

111 1 1 1 2 3 1 3 6 2
0 1 1 0 1 2 0 1 3 0 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
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  اگر  :4مثالA

 
   
  

2 1 3
0 2 4
1 1 2

   كدام است؟ A2مجموع عضوهاي سطر اول از ماتريس  

عضوهاي سطر اول ماتريس  3نكته طبق  :حلA2  سطر اول ماتريس  ضربازA  در كل ماتريسA يدآ بدست مي .  

   7 1 4 Iمجموع2 [ ] [ ]

 
       
  

2 1 3
2 1 3 0 2 4 7 1 4

1 1 2
  

  اگر : 5مثالA 2 A(Iباشد حاصل  0 A)    كدام است؟ 2
اگر  9 طبق نكته :حلA  وB تعويض پذير باشند يعنيAB BA       چـون  . ، آنگاه تمـام اتحادهـاي جبـري در مـورد آنهـا صـادق اسـت

AI IA پس :  
A(I A) A(I A A) AI AA A AI A          2 2 2 22 2 0 0  

aاگر : 11نكته  
A

a

 
  
 

0
  : باشد آنگاه 0

زوج باشد  nاگر 
n

n
n

a
A

a

 
  
  

0
0

فرد باشد آنگاه  nو اگر  
n

n
n

a
A

a

 
  
  

0
0

  . است 

aاگر : 12نكته  
A

b

 
  
 

0
  : د آنگاهباش 0

زوج باشد  nاگر 

n

n
n

(ab)
A

(ab)

 
 

  
 
  

2

2

0

0
فرد باشد آنگاه  nو اگر  

n n

n
n n

a b
A

a b

 

 

 
 

  
 
  

1 1
2 2

1 1
2 2

0

0
  . است 

2از ضرب ماتريس  :13نكته   aمانند  2 b
T

c d

 
  
 

xبه مختصات  A در نقطه 
A

y

 
  
 

تحت  Aكه تبديل يافته نقطه  Aنقطه  

  . شود است حاصل مي Tماتريس 
a b x x

c d y y

    
          

  

  ره تبديل يافته داي :6مثالx y 2 2 Tرا تحت ماتريس  1
 

   

0 3
2    .به دست آوريد 0

يك نقطه روي دايره را  :حلx
A

y

 
  
 

xو تبديل يافته آن را  
A

y

     
  . ناميم مي 

x
y x y

x x y x
x y

y y y
x y x

                                               


2 2
2 2

0 30 3 3 1 12 0 2 32 0 2

  

x)معادله  ) (y ) 
 

2 2
19 )آيد كه يك بيضي افقي به مركز  به دست مي 4 , )0 aو  0  bو  3    . است 2

  ماتريس دوران : 14نكته  
حاصل شود،  Aدوران دهد تا نقطه  را حول مبدأ مختصات در جهت مثلثاتي به زاويه  Aضرب شود و نقطه  Aماتريسي را كه در نقطه 

cosنشان داده و داريم  Rبا علامت  sin
R

sin cos
   

    
cosهمچنين .  sin

R
sin cos
  

     
   .مشخص است 

1 (n
n(R ) R   يا

n
cos sin cos n sin n

sin cos sin n cosn

        
         

    2 (R R R    
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  حاصل  :7مثال
 

 
 
 
 
 

122 2
2 2
2 2

2 2

   .آوريدرا به دست  

cos sin
cos sin

A
sin cos

sin cos

          
                
  

12

3 3 1 04 4
3 3 0 1

4 4

  

  حاصل  :8مثال
 
 
  

131 3
3 1

   .را به دست آوريد 

cos sin cos sin

sin cos sin cos

cos sin
(R ) ((R ) ) R R A

sin cos

 
                           

 
 

          

 

13
13 13

13

13 13 13 6 2 13 13 13
60 60 60 60

1 32 21 3 2 60 2 60 60 602 2 22 60 2 60 60 603 1 3 12 22 2
1 3

60 60 2 22 2 2 2 260 60 3 1
2 2

A





 
   

  

12 1 32
3 1

  

  ماتريس ترانهاده
ijهرگاه در ماتريس  m nA [a ]  وجود آمده را ترانهـاده مـاتريس    ها را عوض كنيم ماتريس به جاي سطرها و ستونA    گوينـد و بـاA   يـا

TA دهند نمايش مي .  
  : خواص

) (A ) A ) (kA) kA k R

) (A B) A B ) (AB) B A

     
        

1 2
3 4  

  هرگاه : 9مثالA  يك ماتريس2   باشد؟  TAAتواند  باشد، كدام ماتريس مي 2

1 ( 
 
 

2 3
3 7  2 ( 

 
 

3 3
7 4  3 ( 

 
 

1 2
2 1  4 ( 

 
 

2 2
1 0  

درست است 1گزينه  :حل .  
  .خاطر داشته باشيد به TAAنكات زير را در مورد 

1 (AA همواره متقارن است.    
2 (| AA | | A |  2 0  
  . گيرد گاه عدد منفي قرار نمي هيچ AAروي قطر اصلي ) 3

  اگر : 10مثالA
 

  
 

1 2
0   . را بدست آوريد nAباشد ماتريس  1

n n
A , A AA A

             
                   
             

2 3 21 2 1 2 1 4 1 2 1 4 1 6 1 2
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1  
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  )هرميتي(ماتريس متقارن : بخش دوم
ijماتريس مربعي  n nA [a ]  هرگاه  را متقارن گويندij jii , j a a    به عبارت ديگرA A .   در ماتريس متقارن هر دو درايـه كـه

طور مثال ماتريس  به. هستنداند مساوي  در طرفين قطر اصلي نسبت به آن به طور متقارن قرار گرفته
 

   
  

1 2 3
2 0 4

3 4 5
  . متقارن است 

  ) ضد متقارن(ن ماتريس پادمتقار
ijماتريس مربعي  n nA [a ]  هرگاه  ،را پادمتقارن گويندij jii , j a a    عبارت ديگر  بهA A  .   در ماتريس پادمتقـارن هـر دو

  . هاي قطر اصلي همگي صفر است همچنين درايه. دهستناند قرينه  طور متقارن قرار گرفته درايه كه در طرفين قطر اصلي نسبت به آن به
  . توان به صورت مجموع يك ماتريس متقارن و يك ماتريس پادمتقارن نمايش داد تريس مربعي را همواره ميهر ما: 15نكته  

A (A A ) (A A )    
1 1
2 2

ــارن ــاد متق  متقــارن پ 

  
  . ن استماتريس قطري باشد، آنگاه متقار Aهرگاه  :16نكته  
nA،(nماتريسي متقارن باشد، آنگاه  Aاگر : 17نكته   N) متقارن است .  
  . پادمتقارن خواهد بود ماتريس Aهاي فرد  متقارن و توان ماتريس Aهاي زوج  ماتريسي پادمتقارن باشد، آنگاه توان Aاگر : 18نكته  
  . ماتريس مربعي صفر، هم متقارن است هم پاد متقارن: 19نكته  
 مـاتريس  ضـل چنـد مـاتريس پادمتقـارن،    حاصل جمع و تفاضل چند ماتريس متقارن، ماتريس متقارن بوده و حاصل جمـع و تفا : 20نكته  

  . پادمتقارن است
AA)نگاه باشند، آ دو ماتريس مربعي و هم مرتبه Bو  A اگر: 21نكته   BB )   و(AB BA )  هايي متقارن هستند ماتريس .  
  اگر  :11مثالA  ماتريسيn n  باشد آنگاهAA ،A A ،A A  وA A  از نظر متقارن بودن چگونه هستند؟  

AA)متقارن  ) (A ) A AA         
A)متقارن پاد A ) A (A ) A A (A A )                

A)متقارن  A) A (A ) A A         
A)متقارن  A ) A (A ) A A A A               

  اگر : 12مثالA  وB هاي زير هرميتي هستند؟ دو ماتريس هرميتي باشند، كدام يك از تركيب  
1 (A B2 2  2 (AB BA  3 (AB  4 (AB BA  
صحيح است 4گزينه  :حل .  
A  وB  هرميتي هستند بنابراينA A   وB B    

(AB BA) (AB) (BA) B A A B BA AB AB BA                

  دترمينان 
|را با نماد  Aدترمينان هر ماتريس مربعي مانند  A   .دهند نمايش مي det(A)يا  |

a b
A det(A) ad bc

c d

 
    
 

  

  (Minor)اد يا مينور دترمينان كه
ijي در هر ماتريس مربع n nA [a ]   براي هر عضو آن مانندija اد يـا مينـور عنصـر سـطر     كنيم كه آن را دترمينان كه ريف مييك دترمينان تع

i ام و ستونj ناميده و با امijM دهيم و مقدار آن از دترميناني كه از حذف سطر  يش مينماi  ام و ستونj  شود دست آمده، محاسبه مي بهام .  
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  (kofactor)همسازه 
ijدر هر ماتريس مربعي مانند  n nA [a ]   همسازه هر عنصر مانندija  را با نمادij دهـيم و   ايش مينمi j

ij ij( ) M  1 .   اگـر بـراي
ijN. آيد وجود مي همسازه متناظرشان نوشته شود، ماتريس همسازه به Aهاي ماتريس  تمام درايه [ ]   

  nدترمينان ماتريس مربعي مرتبه 
  . ماتريس مربعي مساوي با مجموع حاصلضرب عناصر يك سطر يا يك ستون دلخواه در همسازه متناظرشان استمينان هر دتر
 براي محاسبه يك دترمينان بهتر است آن را حول سطر يا ستوني بسط دهيم كه تعداد عضوهاي صفر آن بيشتر باشد :توجه.   

|: 22نكته   A | | A |  
|: 23نكته   AB | | A || B |  
n: 24نكته   n| A | | A |  
  . كند از تعويض دو سطر يا دو ستون يك ماتريس مربع با هم، تنها علامت دترمينان تغيير مي: 25نكته  
سطري مضـرب سـطر    اگر در يك ماتريس،. هرگاه دو سطر يا دو ستون يك ماتريس مساوي باشند، دترمينان ماتريس صفر است: 26نكته  

  . ستون ديگر باشد حاصل دترمينان صفر است بديگر و يا ستوني مضر
  . شود وجود سطر تمام صفر و يا ستون تمام صفر باعث صفر شدن دترمينان ماتريس مي: 27نكته  
اضـافه و  ) هاي ديگر يا ستون(يك ماتريس، مضاربي از سطرهاي ديگر ) ستون يا(هرگاه به سطر : اعمال سطري ـ ستوني مقدماتي : 28نكته  

  . كند يا كم شود حاصل دترمينان تغيير نمي
nهاي يك ماتريس  هرگاه تمام درايه: 29نكته   n  در عددي مانندk    ضرب شود، دترمينـان مـاتريس درnk   شـود يعنـي    ضـرب مـي

n| kA | k | A |  
  . استهاي قطري، بالا مثلثي و پايين مثلثي برابر حاصلضرب عناصر قطر اصلي  دترمينان ماتريس: 30نكته  
m مـاتريس  Aاگـر  : 31نكته   n  وB   مـاتريسn m   بـوده وm n   در ايـن صـورت ،C AB   مـاتريسm m   اسـت و

| C | | AB |  0  
  . دترمينان ماتريس پادمتقارن از مرتبه فرد همواره صفر است: 32نكته  
nماتريس  Aاگر : 33نكته   n طوري كه تمام عناصـر روي قطـر اصـلي آن برابـر      باشد بهx   هـاي آن برابـر    و بقيـه درايـهy   باشـند

n(xدترمينان ماتريس برابر  y(n ))(x y)      . است 11
3هاي  براي محاسبه دترمينان دستور ساروس: 34نكته   3  

  : كنيم صورت زير عمل مي براي اين منظور دو ستون اول ماتريس را كنار آن نوشته و به
a b c a b c a b

A d e f det(A) d e f d e (aei bfg cdh) (bdi afh ceg)

g h i g h i g h

 
          
  

  

از حاصلضـرب   Aايين قطر فرعـي آن صـفر باشـند، دترمينـان     هاي بالا يا پ ماتريس شبه مثلثي باشد، يعني تمام درايه Aاگر : 35نكته  

دست آمده كه علامت عدد حاصل از رابطه  هاي روي قطر فرعي آن به درايه
n(n )

( )



1

  . شود محاسبه مي 21
  : كند، برابر است با عبور مي B(c,d)و  A(a,b)معادله خط راستي كه از دو نقطه : 36نكته  

x y

a b

c d


1
1 0
1

  

A(xكه در آن  ABCمساحت مثلث : 37نكته   , y )1 1 ،B(x , y )2 C(xو  2 , y )3   : است باهاي مثلث باشند، برابر  رأس 3

ABC

x y

S x y

x y


1 1

2 2

3 3

1
1 12 1
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n)هاي سطر يا ستون اول همگي از توان  ، درايهnاگر در يك ماتريس مربعي از مرتبه : دترمينان واندرموند: 38نكته   )1  هـاي   و درايـه
n)سطر يا ستون دوم همگي از توان  )2  هاي سطر يا ستون آخر همگي يك باشند آنگاه بـراي محاسـبه دترمينـان كـافي اسـت       و درايه... و

هـا را در هـم    هاي بعدي كـرده و حاصـل   هاي آن از توان يك هستند را انتخاب كرده و هر درايه را منهاي تمام درايه سطر يا ستوني را كه درايه
  . ضرب كنيم

a b c d

a b c d (a b)(a c)(a d)(b c)(b d)(c d)
a b c d

      

3 3 3 3

2 2 2 2

1 1 1 1

  

a a

b b (a b)(a c)(b c)

c c

   

2

2

2

1
1
1

  

Aرا متعامد گوييم هرگاه  Aماتريس  :ماتريس متعامد A    : صورت زير است شرايط ماتريس متعامد به. باشد 1
1 (| A | 1  يا| A | 1  
3طور مثال براي يك ماتريس  به. ها برابر يك باشد ي تمام سطرها و ستونها اندازه مؤلفه) 2   : بايد داشته باشيم 3

a b c

A d e f ; a b c , d e f , g h i

g h i

a d g , b e h , c f i

 
           
  

        

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1

1 1 1

  

a.dبطور مثال بايد . برابر صفر شود) ها ستون(سطرها  دويبه  دوضرب داخلي ) 3 b.e c.f   a.gو  0 b.h c.i     ...و  0
  هرگاه : 13مثالA  يك ماتريسn n  و| A | k  در اين صورت||| A | A | A   كدام است؟ |
1 (nk

3  2 (nk
2  3 ((n )k  21  4 (n nk  2 1  

صحيح است 4گزينه  :حل .  
n n n n n n n n| A | k

||| A | A | A | || kA | A | | k kA | | k A | (k ) | A | k k k    
     

2 21 1 29نكتــــه 1    

  اگر  :14مثالA

 
   
  

2 2 0 2
2 2 1 1
1 3 1 2

Bو  

 
 
 
 
 
 

2 1 3
0 2 4
1 2 5
2 1 6

|در اين صورت   BA   چقدر است؟ |

چون  31طبق نكته  :حلB 4 Aو  3 3 |بنابراين  4 BA | 0  

  اگر  :15مثال
sin

A

cos

 
   
   

0 0
0 2 4

0 1
  . دست آوريد را به det(A)باشد  

داريم 35طبق نكته  :حل: 

det(A) ( ) sin cos sin cos sin


            
3 2
21 2 2 2  
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  اگر : 16مثالA

 
 
 
 
 
 
  

5 2 2 2 2
2 5 2 2 2
2 2 5 2 2
2 2 2 5 2
2 2 2 2 5

  . دست آوريد را به det(A)باشد  

داريم  33طبق نقطه  :حلn  5 ،x  yو  5   : بنابراين 2

det(A) ( )( )      4 45 4 2 5 2 13 3 1053  

  حاصل دترمينان : 17مثال
a a

b b

c c







2

2

2

1 2 1
1 2 1
1 2 1

  . دست آوريد ا بهر 

اگر  :حلC1  وC3  ستون اول و سوم باشند باC C C 1 3   : داريم 3
a a a a a a

b b b b b b

c c c c c c

  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1 2 1 1
1 2 21 2 1
1 2 1 1

  

  : دست آمده واندرموند است پس دترمينان به
det(A) (a b)(a c)(b c) (a b)(a c)(c b)        2 2  

  اگر  :18مثالA  يك ماتريس پايين مثلثي و4 بوده و روي قطر اصلي آن اعداد طبيعي و متمايز باشد و داشته باشيم  4
| A | |در اين صورت  24 A I |  چقدر است؟  

1، 2، 3، 4اعداد روي قطر اصلي عبارتند از . ن آن برابر حاصلضرب اعداد روي قطر اصلي استچون ماتريس پايين مثلثي است دترمينا :حل .
A]در ماتريس  I] و چون  2، 3، 4، 5هاي روي قطر اصلي عبارتند از  درايهA I پايين مثلثي است پس: 

 | A I |     2 3 4 5 120.  

 معكوس ماتريس  :19 مثال
cos sin

A sin cos

   
    
  

0
0

0 0 1
  . دست آوريد را به 

سـطرها   يها برابر يك بـوده و ضـرب داخلـي دوبـه دو     اندازه تمام سطرها و ستون. شود مي 1با بسط برحسب سطر سوم دترمينان برابر  :حل
Aصفر است پس ماتريس متعامد و داريم ) ها ستون( A 1:  

cos sin

A sin cos
  

     
  

1
0
0

0 0 1
  

  اگر  :20مثال
cos

A cos

cos

 
   
  

2 1 0
1 2 1
0 1 2

detباشد،   A دست آوريد را به .  

با بسط برحسب سطر اول داريم :حل :  
cos

det A cos cos ( cos ) cos
cos cos

det A cos ( cos ) cos ( cos ) cos cos

sin cos cos sin cos sin
det A

sin sin sin


        

 

          
     

  
  

2

2 2

2 1 1 12 2 4 1 21 2 0 2
2 4 2 4 2 1 4 2
4 2 2 2 2 4
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  اگر  :21مثال
a a

A a a a

a a

  
 

  
 

  

2

2

2

1 0
1

0 1
detباشد،   A دست آوريد را به .  

C C C

a a a a

R R R A a a a a a

a a a

 

      
   

         
   
        

1 3 1

2 2

2 2
1 3 3

2 2 2

1 0 1 0
1 0 1

1 0 1 0 0 1
  

detماتريس بالا مثلثي است و  A ( a )  2 31.  

  اگر : 22مثالA

 
 
 
 
 
 

1 2 0 0
3 4 0 0
5 3 4 1
2 1 3 0

detباشد،   A را بدست آوريد .  

با بسط برحسب سطر اول داريم :حل: 

 det A              
4 0 0 3 0 0 4 1 4 11 3 4 1 2 5 4 1 1 4 2 3 12 18 63 0 3 01 3 0 2 3 0

  

  اگر  :23مثالA
 

   

1 2 0
3 1 |Tحاصل  4 AA   . دست آوريد را به |

TAA det A

 
                    

1 31 2 0 5 12 1 5 26 1 1293 1 4 1 260 4
  

  اگر  :24مثالA  وB  دو ماتريس3 |باشند و  3 A | |و  2 B | |حاصل  4 A B A |3 2   . دست آوريد را به 1
را ملاحظه كنيد 6خواص ماتريس معكوس، شماره  :حل.  

| A B A | | A || B || A | | A | | B |
| A |

        3 2 1 3 2 1 3 2 3 21 12 4 642  

  اگر  :25مثالA

 
  
 
 
 
  

2 3 0 0 0
1 1 0 0 0

0 0 5 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 3

detفرض شود،   A دست آوريد را به .  

شـود و   بـا ايـن عمـل مـاتريس بـالا مثلثـي مـي       . دهـيم  ستون دوم را با سـتون اول جمـع كـرده و حاصـل را در سـتون اول قـرار مـي        :حل
det A ( )( )( )( )( ) 5 1 5 1 3 75  

  اگر  :26مثال

x x x x

x sin x cos x
A

cos x sin x

 
 
 
 
  

4 3 2
5 4
4 3 2 1
5 0

dحاصل  
(det A)

dx
  . دست آوريد را به 

سطر اول  :حلx باشد بنابراين دترمينان صفر بوده و مشتق خواسته شده برابر صفر است برابر سطر سوم مي .  
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  اگر  :27مثال
a b c

A b a c

c a b

 
   
  

1
1
1

detباشد،   A را به دست آوريد .  

a b c b c b c

C C C A a b c a c (a b c) a c det A

a b c a b a b

      
                  
         

2 1 1

1 1 1
1 1 1 0
1 1 1

  

  اگر  :28مثالx y z   و  0
a x y z

A x a y z

x y a z

 
   
  

detباشد،   A دست آوريد را به.   

x y z

R R R
R R R

a x y z y z a y z

C C C C A a x y z a y z A a a y z

a x y z y a z a y a z

a y z

A a det A a

a

  

 
 

     
                 
          

 
     
  

2 1 2

3 1 3

0
1 2 3 1

30 0
0 0

  

  ماتريس معكوس: بخش سوم
ABوجود داشته باشد طوري كه  Bماتريس مربعي  Aاگر براي ماتريس مربعي  BA I   آنگاهA پذير ناميـده و   را وارونB  را وارون

  . گويند Aيا معكوس 
|آن است كه پذير باشد  معكوس Aشرط لازم و كافي براي آنكه ماتريس مربعي : 39نكته   A |   . باشد 0
  . گويند اگر دترمينان ماتريس مخالف صفر باشد ماتريس را غير منفرد يا ناتكين مي: 40نكته  
A: 41نكته   A AA I  1 1  

  خواص ماتريس معكوس

n n

) (A ) A ) (AB) B A

) (A ) (A ) ) (A ) (A )

) (KA) A , k R ) det(A )
K det(A)

    

   

  

 

  

  

1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 2
3 4

1 15 6

  

AA    6اثبات مورد  I | AA | | I | | A || A | | A |
| A |

         1 1 1 1 11  

ــاقي ــاتريس الح ــا   :م ــاتريس همســازه را ب ــر م ــاتريس الحــاقي    Nاگ ــاتريس همســازه م ــاده م ــيم ترانه ــايش ده ــه اســتنم صــورت  و ب
*N adj(A) A   دهند نمايش مي .  

Nماتريس معكوس از رابطه : 42نكته  
A

| A |
 
1 آيد دست مي به .  

2 سمعكوس ماتري: 43كته ن    : صورت زير است به 2
a b d b

A A
c d c adet(A)

    
        

1 1  

Aاگر : 44نكته   nيك ماتريس   n  باشد داريمndet(adjA) (det A)  *و 1 * *(AB) B A  
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|رض كنيم اگر ف: اثبات A | k  داريم| A |
k

 1 1  

n n n n

N adj(A) N
A A kA N | kA | | N |

| A | | A | k

| N | k | A | k k det(adjA) (det A)
k

   

  

 
        

      

1 1 1 1

1 1 11
  

nيك ماتريس  Aاگر : 45نكته   n باشد داريم:  
 (n )det(adj(adj(A))) | A | 

21  
   :پذير باشد آنگاه ماتريسي وارون Aاگر : 46نكته  

* * n * n *(A ) | A | A ; (kA) k A k R   2 1  
  : باشد آنگاه Aپذير و هم مرتبه با ماتريس  ماتريس وارون Bو  nماتريسي مربعي از مرتبه  Aاگر  :47نكته  

n n(B AB) B A B 1 1  
nماتريس  Aو ) واحد(ماتريس هماني  Iاگر : 48نكته   n  باشد داريمA.adj | A | I  
Aو  A ،Bاگر  :49نكته   B پذير باشد آنگاه ماتريس  هايي وارون ماتريسA B 1   . پذير است نيز وارون 1

  اگر : 29مثالA

 
   
  

2 1 1
0 2 1
1 1 2

  . دست آوريد را به A.adj(A)مجموع عناصر ماتريس ،  

داريم 48 طبق نكته :حل : 

A.adj(A) I | A | , | A | A.adj(A)

   
          
      

1 0 0 9 0 0
9 9 0 1 0 0 9 0

0 0 1 0 0 9
  

  . است 27پس مجموع عناصر ماتريس 

  اگر  :30مثالA

 
   
  

2 1 2
3 1 0
1 2 1

  چقدر است؟  det(adj(adj(A)))باشد حاصل  

داريم 45 طبق نكته :حل:   
(n )( )  

21 411 |دترمينان11 A | ( ) ( )       2 12 3 2 11  
  از رابطه  :31مثالA A I  300 4003 4 5   .دست آوريد را به Aوارون  0

A A I A A I A( A A ) I ,

AA I A A A 

       

   

300 400 300 400 299 399

1 1 299 399

3 4 3 43 4 5 5 5 5 5
3 4
5 5

  

  اگر  :32مثالA  يك ماتريس3 Aپذير باشد كه در رابطه  و وارون 3 A 2 12 detكند حاصل  صدق مي 0 A دست  را به
  . آوريد

AA A A AA A I A I | A | ( ) | I | | A |                2 1 3 1 3 3 3 31 1 1 1 12 0 2 0 2 12 2 8 8 2  



 
 
 
 

19  2رياضي عمومي 

  اي بخش اول تا سوم سوالات چهارگزينه
  

اگر  -1
x x x

F(x) x x

x



2 3

21 2 3
0 2 6

Fآنگاه   (x) 87ژئوفيزيك (  كدام است؟( 

1 (x6  2 (x12  3 (x23  4 (x26  

ترمينان داگر حاصل  -2

m n m n

n

m

   
  
 
 
 

1 2 2
0 2 1
1 0 0 1

4 1 1

mبرابر صفر باشد،   n 84ژئوفيزيك (  كدام است؟( 

1 (2  2 (3  3 (4  4 (5  
 )84سيستم آزاد (  حاصل دترمينان زير كدام است؟ -3

a

b

c






1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

  

1 (( a)( b)( c)  1 1  abc) 4    صفر) 3  1) 2  1

دترمينان  -4


 

 
 

2 1 1 4
2 3 2 5

1 2 3 2
4 3 2 2

 )85ژئوفيزيك آزاد (  :برابر است با 

1 (195  2 (35  3 (75  4 (45-  

مقدار دترمينان  - 5



0 1 0 0
1 0 0 0

0 0 0 1
0 0 1 0

 )83ژئوفيزيك آزاد (  كدام است؟ 

  1) 4  صفر) 3  2) 2  -1) 1

دترمينان  -6




  


1 2 3 4
2 1 4 3
3 4 1 2
4 3 2 1

 )86ژئوفيزيك آزاد (  :برابر است با 

1 (500  2 (700  3 (900  4 (300  

ماتريس  kبه ازاي كدام مقدار  -7
k

k

 
  
  

1 0
0 1 1

1 1
 )83سيستم (  تواند متعامد باشد؟ مي 

  هيچ مقدار) 4  1) 3  صفر) 2  -1) 1
  

ماتريس  mدام مقدار به ازاي ك -8
m

m

  
 
 
  

1 2 1
1 3 2
1 2 0

 )83ژئوفيزيك (  پذير نيست؟ وارون 

1 (2-  2 (1-  3 (1  4 (2  



 
 
 
 

 20 اتريس و جبر خطيم/  اولفصل 

Aاگر  -9

 
   
  

2 1 2
0 2 1
0 0 2

 )80سيستم (  كدام است؟ A1عنصر سطر اول و ستون دوم ماتريس  

1 (
1
1) 3  صفر) 2  4

4  4 (1
2  

Aماتريس ) معكوس(وارون  - 10

 
   
  

2 1 1
1 1 4 614 1 4 8

 )84برق آزاد (  كدام است؟ 

1 (
 

  
  

8 4 2
2 15 11
0 7 7

  2 (
 
   
  

8 4 2
2 15 11

0 7 7
  3 (

 
   
  

8 4 2
2 15 11

0 7 7
    4 (

 
  
  

8 4 2
2 15 11

0 7 7
  

Aاگر  -11
 

  
 

1 2
3 XAاز رابطه  Xماتريس  5

 
   

0 1
1  )87هواشناسي (  كدام است؟ 0

1 ( 
  

3 1
5 2  2 ( 

  

2 5
1 3  3 ( 

  

3 5
1 2  4 ( 

  

2 1
5 3  

Aس اگر بخواهيم ماتري -12

  
 
   
 
 
  

1 1 0
2 2

1 0
2

0 0 1

 )87ژئوفيزيك آزاد (  كدام است؟ متعامد باشد، مقدار  

1 (
1
2

  2 (1
3

  3 (1
2

  4 (
1
3

  

Aاگر  -13  
  
 

1 1 0
2 Bو  1  

   
1 1 1

2  )84سيستم آزاد (  كدام است؟ AB3در اين صورت  3

1 ( 
  

9 3
12 3  2 ( 

  

9 3
12 3  3 ( 

  

3 1
2 1  4 ( 

  

1 0
2 1  

اتريس م cبه ازاي كدام مقدار  - 14
c

A

c

 
   
  

1 0
1 3 1

2 4
 )88نفت (  پذير است؟ معكوس 

1 (c  2،3  2 (c  2،5  3 (c 1،3  4 (c  24،1،  
Aدر رابطه  Aاگر ماتريس مربعي  - 15 A I  2 A صدق كند، حاصل 0 A15  )83مديريت در سوانح طبيعي (  كدام است؟ 16

1( I A   2 (I A   3 (I A  4 (I A  
  
  

  اي بخش اول تا سوم پاسخنامه سوالات چهارگزينه
  

  .صحيح است 4گزينه  -1
  :از دستور ساروس داريم

x x x x x

F(x) x x x ( x x ) ( x x ) x F (x) x

x

         

2 3 2

2 3 3 3 3 3 21 2 3 1 2 12 0 2 6 6 0 2 6
0 2 6 0 2
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