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های مختلفی در مهندسی شود و از جنبهمیعنوان یکی از مهمترین دروس مهندسی عمران شناخته ها بهدینامیک سازه

بوده است. از طرفی به های در سالاخیر همواره جزء منابع کنکور دکتری  ،عمران کاربرد دارد. با توجه به اهمیت درس حاضر

ی ع با مشکلات زیادمرج های باها، استفاده متقاضیان کنکور دکتری از کتهای موجود در درس دینامیک سازهعلت پیچیدگی

ها و ها با حذف اثباتای از مطالب اهم درس دینامیک سازههدف از کتاب حاضر ارائه خلاصه ،برای این منظور مواجه شده است.

 است. شدهکتاب حاضر جهت متقاضیان کنکور دکتری تهیه  ،روابط پیچیده است. بنابراین

مطالب  ،. بنابرایناستدر کنکور دکتری  ها کتاب حاضر حاصل چندین سال تجربه اینجانبان در تدریس دینامیک سازه

. در کتاب حاضر سعی شده از ارائه استهای گذشته های کنکور دکتری در سالگردآوری شده کاملاً مطابق با سرفصل

ی و با ارائه نکات تستی ارائه ومصورت مفه های مرجع خودداری شود و مطالب مورد نیاز بهشمار موجود در کتابهای بی اثبات

ها و تعیین معادلات تعادل دینامیکی ارائه شده است. در در فصل اول کتاب حاضر مبانی دینامیک سازه ،منظور برای این. دشو

ل سوم و وصورت کاملاً کنکوری و مفهومی ارائه شده است. فص های یک درجه آزادی بهتحلیل ارتعاشات سیستم ،فصل دوم

 ،. در فصل پنجمهستندهارمونیک ت اثر بارهای هارمونیک و غیرزادی تحهای یک درجه آچهارم مربوط به تحلیل سیستم

ها در دستگاه تحلیل سیستم ،است. نهایتاً در فصل ششم شدههای عددی ارائه های غیرخطی و مبانی روشتحلیل سیستم

های نکورهای سالهای تهیه شده براساس سوالات کگیرد. لازم به ذکر است که سرفصلمختصات کلی مورد بررسی قرار می

 سزایی برخوردار هستند.است. برای این منظور سه فصل اول از اهمیت به شدهگذشته تهیه 
  لیمیا قیاز طر حاضر، و بهبود کتاب هایخود را جهت کاهش کاست یشنهادهایپ شودمیتقاضا  زیاز خوانندگان محترم ن

m-yazdani@araku.ac.ir  بگذارند. انیدر م مولفینبا 

 

 هدی یزدانی  م   

 امین غضنفری تهران
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 صل اولف

 ها و تعیین معادلات حرکتمبانی دینامیک سازه

 مقدمه-1-1

های خارجی بوده است تا بدین ترتیب قادر به  یکتحرها( تحت اثر از گذشته تا به امروز هدف مهندسان بررسی رفتار اجسام )سازه

توانند به دو دسته نیروهای ارجی میدر مبانی علم مکانیک این تحرکات خ ،طورکلی های موردنظر باشند. بهبررسی عملکرد سازه

 ن لازم است که بهو رفتار اجسام در برابر نیروهای استاتیکی و دینامیکی متفاوت بوده و بنابرای شونداستاتیکی و دینامیکی تقسیم 

شود و چنانچه یها نیروی استاتیکی گفته م ررسی قرار گیرند. چنانچه نیروی اعمالی مستقل از زمان باشد به آنب صورت مجزا مورد

شود. ها نیروهای دینامیکی گفته می ها تغییر نماید، به آن دیگر در هرلحظه مقدار آن عبارت این نیروها وابسته به زمان باشند یا به

دف بنابراین ه .ایدشدهها با رفتار اجسام در برابر نیروهای استاتیکی آشنا تر در دروس استاتیک، مقاومت مصالح و تحلیل سازهپیش

 .استاز دینامیک سازه، بررسی رفتار اجسام تحت اثر نیروهای دینامیکی 

 درجه آزادی-1-2

طور که گفته شد، برای بررسی رفتار اجسام تحت اثر نیروهای دینامیکی، بایستی نوع سیستم )جسم( مشخص باشد. در حالت  همان

در برخی از موارد غیرممکن  و مشکلبسیار  بندیفرموللحاظ ها از  های پیچیده، بررسی آندر سیستم اجسام به منظور تحلیلکلی 

ها است. برای سازی هندسه این اجسام و سیستممهندسی، نیاز به ساده علوم ها دردینامیک سازه بررسی منظور در رای اینب .است

برای هریک از این درجات آزادی و در ادامه  شودمیها درجه آزادی تعریف  در گام نخست برای آن ،رفتار اجسامسادگی در بررسی 

های های پیوسته و سیستمطورکلی اجسام به دو دسته سیستم . در تعاریف مهندسی بهشودمیمعادله حرکت سیستمی استخراج 

 د.نشوگسسته تقسیم می

( 1-1شکل ) طور که در . همانشودمیطورکلی اجسام گسسته به دو دسته ذره یا جسم صلب تقسیم  برای تعریف درجه آزادی به

در دستگاه مختصات  ،مثلاًشود. نشان داده شده است، به حرکات مستقل از هم در دستگاه مختصات موردنظر، درجه آزادی گفته می

در دستگاه مختصات دکارتی  ذره ،بنابراین .طور مستقل حرکت نماید به yو  xتواند در راستای ذره می دکارتی در حالت دوبعدی، یک

 بعدی دارای سه درجه آزادی است. سهدکارتی جه آزادی و در دستگاه مختصات در دو ،دوبعدی
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 (: درجات آزادی ذره در دستگاه مختصات دکارتی1-1شکل )

ره دارای درجه آزادی دورانی د، بنابراین ذکنچرخد تغییر نمیکه مکان هندسی ذره زمانی که حول خود می آنجایی از :1-1نکته 

 شود.آن به درجات آزادی انتقالی محدود می نیست و درجات آزادی

شود، در دستگاه مختصات دوبعدی، ( مشاهده می2-1طور که در شکل ) دسته دیگر اجسام مربوط به جسم صلب هستند. همان

 از شود. ها مربوط می به درجه آزادی دورانی آن جسم صلب دارای سه درجه آزادی است. نکته حائز اهمیت در مورد اجسام صلب

سم صلب علاوه بر درجات آزادی جد، بنابراین کنچرخد، تغییر میزمانی که حول خود می جسم صلبکه مکان هندسی  آنجایی

 انتقالی )مانند ذره(، دارای درجات آزادی دورانی نیز است.

 
 (: درجات آزادی جسم صلب در دستگاه مختصات دکارتی2-1شکل )

درجه آزادی است. سه درجه آزادی انتقالی )انتقال  6بعدی، دارای  دکارتی در حالت سه جسم صلب در دستگاه مختصات :2-1نکته 

 (.zو  x ،y( و سه درجه آزادی دورانی )دوران حول محور zو  x ،yدر جهت 

از  های آزمون دکتری است،های پیوسته تحت بارهای دینامیکی خارج از سرفصلکه در بررسی رفتار سیستم آنجایی از :3-1نکته 

 .شودمیها در این کتاب خودداری  ارائه آن

 معادله حرکت یک سیستم یک درجه آزادی 1-3

ها با یک درجه آزادی به دست خواهد آمد. در مبانی دینامیک سازه وی دارای رفتار گسسته هامعادله حرکت سیستم ،در این قسمت

 که عبارتند از: شودم یک درجه آزادی در نظر گرفته میعنوان سیست ( به3-1توجه به کاربرد آن در مهندسی عمران، شکل )

 ؛آل یدهاالف( سیستم یک درجه آزادی 

 ؛یآزادب( منبع آب مشابه سیستم یک درجه 

 .مشابه سیستم یک درجه آزادی طبقهاب برشی یک قج( 
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ع آب مشابه سیستم یک درجه آل؛ ب( مبنهای یک درجه آزادی: الف( سیستم یک درجه آزادی ایده(: سیستم3-1شکل )

 مشابه سیستم یک درجه آزادی. طبقهآزادی؛ ج( قاب برشی یک 

صورت  و این سیستم به بودهجانبی دو ستون قاب برابر  جایی جابهکه در قاب برشی سقف صلب است، بنابراین  آنجایی از :4-1نکته 

 ستم ذکر شده، کل سیستم دارای یک حرکت مستقل است.به عبارت دیگر در هر سه سی شود.یک درجه آزادی در نظر گرفته می

کنند. بنابراین برای هر درجه آزادی ها و اجسام از قانون نیوتن پیروی میسازه، طور که مشخص است، در علم مکانیک همان

 ستی مطابق زیر تعادل برقرار باشد:شده در سیستم بای یفتعر

(1-1) F mu   
(1-2) 

oM I    
    در رابطه ،همچنین در حالت کلی برقرار باشد. zو  x ،yانتقالی است که بایستی در هر سه جهت  از نوع ( تعادل1-1در رابطه )

. دورانی سیستم است( لختیoI) ارضا گردددر حالت کلی  zو  x ،yدورانی است که بایستی حول محورهای  از نوع تعادل( 1-2)

معادله تعادل است. برای به دست آوردن معادله حرکت یک سیستم یک درجه  6یک جسم صلب در حالت کلی دارای  ،بنابراین

 :شودمیآزادی مطابق زیر عمل 

مجازی را جایی بایستی جابه شده اعمالبا توجه به جهت نیروی  ،(4-1در شکل ) نشان داده شده در سیستم یک درجه آزادی -1

 برای جسم تصور نمود.

 
 (: تعادل در سیستم یک درجه آزادی4-1شکل )

 .شودمیجایی مجازی، دیاگرام جسم آزاد سیستم یک درجه آزادی ترسیم با توجه به این جابه -2

فقط سیستم که  زآنجاییا ،یک جسم زمانی در حال تعادل است که مجموع تمام نیروها در همه راستاها برابر صفر باشند. بنابراین -3

 در نتیجه: شود.دارای یک درجه آزادی است، معادله تعادل در این راستا نوشته می xدر راستای 

(1-3) ( )S D If f f P t     
 در رابطه فوق:

Sf  د.اندبه حالت اولیه خود برگر را جسم کند مینیروی ناشی از کشیدن فنر است که تلاش 

Df  نمایدمتوقف  را حرکت جسمکند  مینیروی ناشی از میرایی جسم است که تلاش. 

If  شود.است که همواره در خلاف جهت حرکت به جسم وارد میجسم نیروی ناشی از اینرسی 
( )P t  جهت بر هم زدن تعادل جسم است.نیروی خارجی وارد به جسم 

 درجه آزادی انتقالی

 درجه آزادی انتقالی درجه آزادی انتقالی
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) جایی سیستم تحت اثر بار خارجیمیزان جابه که در صورتیفوق،  مواردبا توجه به  )P t برابر ( )u t ،آنگاه باشد: 

(1-4) ( )Sf ku t  
(1-5) ( )Df cu t  
(1-6) ( )If mu t  

) ،جرم جسم است. همچنین mمیرایی و  cسختی فنر،  kهای فوق، در رابطهکه  )u t  سرعت و( )u t لحظه  شتاب جسم در هر

 آید:دست می به یرزمعادله حرکت یک جسم یک درجه آزادی مطابق  ،بنابراین است.

(1-7) ( )mu cu ku P t    
نیروی اینرسی با توجه به  ،آمده است. همچنین دست ( نیروی فنر با توجه به در نظر گرفتن رفتار خطی برای فنر به7-1در رابطه )

 بیان است. قانون دوم نیوتن قابل

طالعات و تحقیقات آزمایشگاهی و برخلاف نیروی فنر و نیروی اینرسی، برای تعیین نیروی میرایی، رفتار مشخصی وجود ندارد، اما م

صورت ویسکوز در نظر گرفت، فرم معادلات به شیوه مناسبی  که رفتار نیروی میرایی را به صورتی تحلیلی نشان داده است که در

رایی گیرند. اگر میلحظه در نظر می ضرب ضریب میرایی در سرعت جسم در هر رو نیروی میرایی را برابر حاصل این . ازشودمیتبدیل 

وجود نداشته باشد، سیستم برای همیشه در حال حرکت )ارتعاش( خواهد بود )مطابق قانون اول نیوتن(. اما در عمل اصطکاک با 

هوا، اصطکاک بین ذرات سیستم یا اصطکاک بین اتصالات اجزا در سیستم، تسلیم شدن مصالح و به وجود آمدن ترک در سیستم 

 شود.کننده نیروی میرایی گفته می به این نیروی مستهلک ،دیگر عبارت بهشود. باعث ایجاد اتلاف انرژی می

گونه  طور خاص این شود و در عمل بهاگر میرایی متناسب با سرعت حرکت جسم باشد به آن میرایی لزجی گفته می :5-1نکته 

 شود.گونه فرض می نیست اما به دلیل سهولت در حل معادلات، این

 ندسه و ابعاد سازه بستگی ندارد ولی به نوع مصالح و نوع اتصالات در سازه بستگی دارد.میرایی به ه :6-1نکته 

 ها، مصالح و غیره است.مانند اصطکاک در اتصالات، ترکهای اتلاف انرژی در حالت حرکت، میرایی ناشی از مکانیزم :7-1نکته 

 .شودمیبب اتلاف انرژی ( س5-1شده در رفتار غیرخطی مصالح طبق شکل ) انرژی تلف :8-1نکته 

 
 شده در رفتار غیرخطی مصالح و اثر آن بر میرایی (: انرژی تلف5-1شکل )

 آید.صورت کاملاً تجربی و آزمایشگاهی برای هر ماده و یا سیستمی به دست می ضریب میرایی به :9-1نکته 

 گردد: شود که به صورت زیر تعریف میبرده می کار بهصورت درصد میرایی  ها، میرایی بهدر تحلیل دینامیکی سازه :10-1نکته 

(1-8) 
cr

c

c
   

 میزان میرایی بحرانی است. crc ضریب میرایی و cدرصد میرایی،   در رابطه فوق،

 20تا  15، چوب حدود )بسته به کیفیت آن( درصد 10تا  5درصد، بتن حدود  3ی فولاد در حدود درصد میرایی برا ،طورکلی به

 درصد است. 20و خاک در حدود  )بسته به جنس چوب( درصد

 انرژی تلف شده

 میزان انرژی بازگشتی
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معادله حرکت را بدون در نظر گرفتن نیروهای خارجی  باید ، در ابتدامشخصات ذاتی یک سیستم دینامیکی به منظور تعیین

 مشخصات ذاتی سیستم مستقل از نیروی خارجی است(، بنابراین: زیرا) نمودبازنویسی 

(1-9) 0mu cu ku    
و میرایی بحرانی  درصد میرایی 

crc شوند به صورت زیر تعریف می: 

(1-10) , cr

cr

c
c m km

c
   2 2  

 :آیدو از رابطه زیر به دست می بودهفرکانس سیستم   ،ی فوقر رابطهدکه 

(1-11) k

m
   

 :بنابراین

(1-12) c m2  
 :( خواهیم داشت9-1در رابطه ) (12-1رابطه ) با جایگذاری

(1-13) mu m u ku  2 0 

1در  (13-1بطه )طرفین را با ضرب کردن
m

 داریم: 

(1-14) u u u   22 0 
 فرکانس و میرایی بستگی دارد. فقط بهیک درجه آزادی معادله حرکت یک سیستم  ،است ( مشخص14-1طور که از رابطه ) همان

 این دو مقدار مشخصات ذاتی دینامیکی یک جسم هستند. ،بنابراین

سختی آن سیستم است که شامل ضریب پواسون و مدول ارتجاعی آن  ،مشخصات ذاتی یک جسم در حالت استاتیکی :11-1نکته 

 شود.سیستم می

قانون دوم و  (4-1شکل )از  با استفادهبه صورت مستقیم،  ((7-1رابطه )یک درجه آزادی ) معادله حرکت یک سیستم :12-1نکته 

 :آید یمدست  صورت زیر به بهنیوتن 

(1-15) F mu   
(1-16) ( ) s DP t f f mu    
(1-17) ( )D smu f f P t    

 داریم: بنابراین

(1-18) (t)mu cu ku P    
، بنابراین در معادله شود میاستاتیکی  جایی جابهیک جسم منجر به اثر وزن بر معادله حرکت: با توجه به اینکه وزن  :13-1نکته 

 تیر با توجه به دیاگرام جسم آزاد آنمعادله حرکت ( در نظر بگیرید. 6-1مطابق شکل )را  یتیر ،مثالعنوان  ی ندارد. بهحرکت اثر

 برابر است با:

(1-19) ( )mu ku P t W    
(1-20) ( ) ( ) ( )st stm u u k u u P t W      
(1-21) ( ) stmu ku P t W ku     
stWکه آنجایی از k u  ،بنابرایناست: 

(1-22) ( )mu ku P t   



 

 

 12 دینامیک سازه

 
 (: اثر وزن بر معادله حرکت6-1شکل )

 محاسبه سختی -1-4

 .شوددر سؤالات کنکور سؤال طرح  ممکن استکه خواهد شد  پرداختهی یهانحوه محاسبه سختی در سیستمبه ارائه  ،در این بخش

 محاسبه سختی جانبی قاب برشی 1-4-1

 شود.ها استفاده می( از تحلیل سازه7-1ها در شکل )از ستون هر یکبرای محاسبه سختی 

 
 دار(: قاب برشی با پای گیر7-1شکل )

 :برابر است باتحت بار متمرکز میانی گیردار  دوسر شکل ستون یا تیرتغییر ،(8-1) مطابق شکل

 
 گیردار بررسی تیر دوسر(: 8-1شکل )

(1-23) 
3

192
PL

u
EI

 

 (1-24) 
3

192P EI
k

u L
  

 های قاب برشی با اعمال تغییرات زیر، برابر است با: جایی هر یک از ستون جابهبا استفاده از خاصیت تقارن، 

(1-25) ( )( )32 2
192
F h

u
EI

  

 است با: بنابراین سختی هر ستون برابر

(1-26) 3

12
c

EI
k

h
  

سختی کل قاب  های موازی، سیستم با استفاده از قوانین سختی، ها در سیستم قاب برشی جایی ستونجابه با توجه به برابر بودن

 ها خواهد بود. یعنی: ع سختی ستونوجممبرابر 
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(1-27) 3
1

12n

i

EI
k

h

  

 شود: پس سختی قاب از رابطه زیر تعیین می است. 2برابر  n هاست. در قاب حاضراد ستونتعد nدر این رابطه که 

(1-28) 
3

24EI
k

h
  

 خواهد بود.( 9-1مطابق شکل ) تغییرشکل قاب، ،(7-1شکل ) برشی نشان داده شده در قاب گاهتکیه بودن مفصلی در صورت

 

 
 ی مفصلیبا پا (: سختی قاب برشی9-1شکل )

 :برابر است باتحت بار متمرکز میانی  سر مفصلود (، تغییرشکل ستون یا تیر9-1) مطابق شکل

(1-29) Pl
u

EI


3

48
 

(1-30) 
3

48P EI
k

u L
  

 ت با:های قاب برشی با اعمال تغییرات زیر، برابر اس جایی هر یک از ستون جابهبا استفاده از خاصیت تقارن، 

(1-31) ( )( )32 2
48
F h

u
EI

  

 بنابراین سختی هر ستون برابر است با:

(1-32) 
3

3
c

EI
k

h
  

 گردد: است، پس سختی قاب از رابطه زیر تعیین میموازی قاب برشی به صورت  با توجه به اینکه سیستم

(1-33) 3
1

3n

i

EI
k

h

  

 م:داری برای قاب حاضر

(1-34) 
3

6EI
k

h
  

 محاسبه سختی جانبی اعضای محوری -1-4-2

هیم با استفاده از مفا تعیین شود. sfو Pو همچنین  uو ( برای محاسبه سختی جانبی میله باید رابطه بین10-1مطابق شکل )

 درس مقاومت مصالح به یاد داریم:



 

 

 14 دینامیک سازه

 
 (: سختی محوری و جانبی اعضای محوری10-1شکل )

(1-35) 
PL

EA
  

(1-36) 
P EA

L
 

 :سختی محوری میله برابر است با پس

(1-37) 
a

EA
K

L
  

sfطبق رابطه فوق، سختی جانبی نیز برابر

u
 :خواهد بود، بنابراین 

(1-38) cos
cos

s
s

f
f P P


    

(1-39) cosu   

P( نسبت به هم )39-1( و )38-1با تقسیم رابطه )


:) 

(1-40) / cos

cos cos2
s sf fP

u u



  
   

Pاز طرفی EA

L
 ،:در نتیجه 

(1-41) 
cos2

sf EA

Lu 
  

 داریم: بنابراین

(1-42) cossf EA

u L
 2  

 شود.( محاسبه می42-1ری است، سختی جانبی مهاربند مطابق رابطه )قطدر یک قاب برشی که دارای یک مهاربند : 14-1نکته 

 معادله حرکت سیستم پاندول -1-5

. در این بخش به نحوه محاسبه شد، محاسبه با درجه آزادی انتقالیحرکت یک سیستم یک درجه آزادی  معادله ،3-1در بخش 

 دورانی است، پرداخته خواهد شد. م پاندول که دارای یک درجه آزادیمعادله حرکت سیست

 جرم متمرکز متصل به یک نخ بدون جرم -1-5-1

گیری از معادله تعادل  و کمک( 11-1شکل ) از ، با استفادهبدون جرمجرم متمرکز متصل به نخ یک معادله حرکت برای تعیین 

 داریم:
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 ( معادله حرکت پاندولی11-1شکل )

(1-43) oM  0 

(1-44) 
oI mgx  0 

(1-45) sinx L  

 داریم: های کوچکجایی جابهبا توجه به فرض 

(1-46) sin   
 گردد:  به صورت زیر تعیین می جرم متمرکز متصل به نخ بدون جرم، معادله حرکت یک بنابراین

(1-47) 
oI mgL  0 
در برابر  مطابق با قانون دوم نیوتن، لختی دورانی عامل مقاومت در برابر حرکت دورانی است، دقیقاً همانند جرم که عامل مقاومت

 :آیددست میه حرکت انتقالی است. لختی دورانی از رابطه زیر ب

(1-48) 
oI r dm 

2  

لختی دورانی یک جسم متمرکز  مطابق رابطه بالااز محور دوران است.  rیک جزء بسیار کوچک از ماده در فاصله  dmکه در آن 

 :برابر است با

(1-49) 
oI mL 2  

 شود: ه صورت زیر بازنویسی میب(، معادله حرکت 47-1( در رابطه )49-1با جاگذاری رابطه )

(1-50) 2 0mL mgL     

(1-51) 0
g

L
    

 :توان گفت فرکانس سیستم پاندول برابر است بامی ،بنابراین

(1-52) g

L
   

 میله با جرم گسترده -1-5-2

و در نظر گرفتن نیروی وزن و ( 12-1شکل ) از یک میله با جرم گسترده، باید معادله تعادل با استفادهمعادله حرکت برای تعیین 

 سختی دورانی در مرکز ثقل میله، به صورت زیر نوشته شود:

 



 

 

 16 دینامیک سازه

 
 (: پاندول با جرم گسترده میله12-1شکل )

(1-53) oM  0 

(1-54) 
oI mgx  0 

(1-55) sin
2
L

x   

 :شود میله با جرم گسترده به صورت زیر تعیین میحرکت ، معادله (46-1با توجه به رابطه )

(1-56) 
o

mgL
I   0

2
 

 :برابر است با حول انتهای میله لختی دورانی یک میله ،از طرفی

(1-57) 
oI mL 21

3
 

 شود: معادله حرکت به صورت زیر بازنویسی می ،(56-1( در رابطه )57-1با جاگذاری رابطه )

(1-58) 21
0

3 2
mgL

mL     

(1-59) 3
0

2
g

L
    

 :بنابراین فرکانس این سیستم برابر است با

(1-60) g

L
 

3
2

 

 میله با جرم گسترده و مقطع متغیر -1-5-3

 شود. استفاده می( 13-1شکل ) میله با جرم گسترده و مقطع متغیر از معادله حرکتبرای تعیین 

 
 (: نمودار جسم آزاد حرکت میله با هندسه متغیر13-1شکل )
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 گردد: ر مرکز جرم آن، به صورت زیر تعیین میبا استفاده از تعادل و در نظر گرفتن وزن میله د این سیستم معادله حرکت

(1-61) oM  0 

(1-62) 
oI mgx  0 

(1-63) sin
2
3

x L   

 :( داریم63-1( و )46-1) های رابطهبا استفاده از 

(1-64) 
oI Lmg  

2
0

3
 

 :شودصورت زیر محاسبه می ضر بهاز طرفی لختی دورانی میله حا

(1-65) 
L

oI r dm 
2

0

 

 که برای میله با سطح مقطع متغیر داریم:

(1-66) ( )

L L

o

L
I r dA r r dr dr


     

4
2 2

0 0 4
 

bاز طرفی L :است. در نتیجه 

(1-67) 
4 2 2

4 2 2 2
L bL L mL 

    

 :بنابراین

(1-6867) 
o

mL
I 

2

2
 

 شود: (، معادله حرکت به صورت زیر بازنویسی می64-1( در رابطه )68-1با جاگذاری رابطه )

(1-69) 
2 2

0
2 3

mL
Lmg    

(1-70) 4
0

3
g

L
    

 :فرکانس سیستم حاضر برابر است با ،بنابراین

(1-71) g

L
 

4
3

 

 :مختصات قطبی مساحت و جزء مساحت برابر است بادر : 15-1نکته 

(1-72) 2 2

0

1 1
2 2

A r d r



    

(1-73) 
L L

dA rdrd rdr



    
0 0 0

 

 معادله حرکت ورق صلب -1-5-4

 شود. استفاده می( 14-1شکل ) ورق صلب از معادله حرکتبرای تعیین 



 

 

 18 دینامیک سازه

 
 (: نمودار جسم آزاد حرکت ورق14-1شکل )

 گردد: با استفاده از تعادل و در نظر گرفتن وزن میله در مرکز جرم آن، به صورت زیر تعیین می ین سیستما معادله حرکت

(1-74) oM  0 

(1-75) 
oI mgx  0 

(1-76) sin
2
b

x   

 :( داریم76-1( و )46-1) های رابطه با استفاده از

(1-77) 
o

b
I mg  0

2
 

 :برابر است با حول مرکز ضلع بالایی آن، از طرفی لختی دورانی ورق

(1-78) ( )o

m
I a b 2 24

12
 

 شود: (، معادله حرکت به صورت زیر بازنویسی می75-1( در رابطه )78-1با جاگذاری رابطه )

(1-79) ( )2 21
4 0

12 2
b

m a b mg     

(1-80) 
( )2 2

6
0

4
bg

a b
  


 

 :بنابراین فرکانس سیستم برابر است با

(1-81) bg

a b
 

2 2

6
4

 

( خواهیم 60-1به همان نتیجه مربوط به فرکانس میله در رابطه ) ،به سمت صفر میل کند a ،(81-1در رابطه )چنانچه  :16-1نکته 

 رسید.

 معادله حرکت ورق کج -1-5-5

معادله حرکت این سیستم با استفاده از تعادل و در نظر  شود. استفاده می( 15-1شکل ) ورق کج از حرکتمعادله برای تعیین 

 گردد: گرفتن وزن میله در مرکز جرم آن، به صورت زیر تعیین می

(1-82) oM  0 

(1-83) 
oI mgx  0 

(1-84) sin
2 2

2
a b

x 


  
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 (: نمودار جسم آزاد حرکت ورق کج15-1شکل )

 :( داریم84-1( و )46-1) های رابطه با استفاده از

(1-85) 
o

mg
I a b   2 2 0

2
 

 :( لختی دورانی برابر است با16-1مطابق شکل )

 
 (: محاسبه لختی دورانی16-1شکل )

(1-86) o x y x yI I I I I      

 :بنابراین

(1-87) ( )
( )o

m a b a b
I m

 
 

2 2 2 2
2

12 2
 

 در نتیجه:

(1-88) ( )oI m a b 2 21
3

 

 شود: (، معادله حرکت به صورت زیر بازنویسی می85-1( در رابطه )88-1با جاگذاری رابطه )

(1-89) ( )2 2 2 2 0
3 2
m mg

a b a b      

(1-90) 
2 2

3
0

2

g

a b
  


 

 :فرکانس سیستم برابر است با پس

(1-91) 
g

g

a b a b
  

 
42 2 2 2

3
3 2

2
 

( خواهیم 60-1به همان نتیجه مربوط به فرکانس میله در رابطه ) ،به سمت صفر میل کند a( چنانچه 91-1در رابطه ): 17-1نکته 

 رسید.
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 معادله حرکت قرقره -1-6

رسم نمود و با برقراری تعادل، معادله  قبل دیاگرام جسم آزاد سیستم را های تباید مشابه حال ،معادله حرکت قرقره برای تعیین

 Mجرم قرقره برابر  آید.(، به دست می17-1شکل ) با استفاده ازمعادله حرکت سیستم  ،. در این قسمتکردحرکت را محاسبه 

 است.

 
 

 (: معادله حرکت قرقره17-1شکل )

 شوند: ( تعیین می94-1( و )93-1های ) ( به ترتیب از رابطهIf) mوزنه به جرم  ( و نیروی اینرسی ناشی از وزنsfنیروی فنریت )

(1-92) ,u r u r    
(1-93) 

(1-94) 
s

I

f ku kr

f mu mr





 

 
 

 گردد: به صورت زیر تعیین میمعادله حرکت این سیستم با استفاده از تعادل و در نظر گرفتن وزن میله در مرکز جرم آن، 

(1-95) 
oM  0 

(1-96) 
o I sI f xr f xr   0 

 ( داریم:96-1( در رابطه )94-1( و )93-1های ) با جاگذاری رابطه

(1-97) 
oI mr kr    2 2 0 

 :لختی دورانی قرقره نیز برابر است با

(1-98) 
oI Mr 21

2
 

 شود: (، معادله حرکت به صورت زیر بازنویسی می97-1( در رابطه )98-1در نتیجه، با جاگذاری رابطه )

(1-99) 2 2 21
0

2
mr mr kr      

(1-1000) ( )
1

0
2

M m k     

 :فرکانس سیستم برابر است با ،بنابراین

(1-101) 
( )

k

M m

 


1
2

 

 

M جرم قرقره 
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 یالات تستوس

صورت  ای تحت اثر بار دینامیکی قرار گرفته باشد، پاسخ سیستم به کدام یک از عوامل بهاگر یک سیستم سازه -1

 مستقیم بستگی دارد؟

 ( جرم و میرایی4 ( فرکانس و درصد میرایی3 ( جرم و سختی2 ( سختی و میرایی1

 تگی دارد؟ای میرایی سازه به کدام یک از عوامل زیر بسدر یک سیستم سازه -2

 ( فرکانس ارتعاش و سرعت سازه2 ( کیفیت ساخت سازه و ایجاد ترک در سازه1

 ( همه موارد4 کرنش مصالح در حالت غیرخطی -( منحنی تنش 3

صورت گسسته تحت اثر بارهای دینامیکی در گام نخست باید درجات آزادی  ای بهبرای تحلیل یک سیستم سازه -3

 گردد؟ای چگونه تعریف میرجات آزادی یک سیستم سازهد ،. در عملشودآن تعیین 

 های متمرکز سیستم گسسته است( تعداد درجات آزادی برابر تعداد جرم1

 ( تعداد درجات آزادی برابر تعداد میراگرهای سیستم گسسته است2

 ( تعداد درجات آزادی برابر تعداد حرکات مستقل از هم در سیستم گسسته است3

 مل تعیین کننده هستند( همه عوا4

Tیک سیستم یک درجه آزادی دارای دوره تناوبی  -4 s است. چند درصد از جرم اولیه این سیستم بایستی کم یا  1

فرض کنید) تا دوره تناوبی آن دو برابر گردد شودزیاد  2 10.) 

1 )1
3

 کم-( نصف جرم اولیه4 اضافه-( سه برابر جرم اولیه3 اضافه -برابر جرم اولیه 2( 2 کم-بر جرم اولیهبرا 

=یک تیر دوسر گیردار با وزن ناچیز با استفاده از یک فنر به سختی  -5
EI

k
l
3

کند. را تحمل می mای به جرم وزنه 48

=که  در صورتی
EI

l
 2

3
 باشد، مطلوبست معادله حرکت سیستم. EIو صلبیت تیر برابر  

1 ).mu u 219 2 0 

 

2 ).mu u 238 4 0 

3 )mu u 248 0 

4 )mu u 296 0 

 

T=یک سیستم یک درجه آزادی دارای دوره تناوبی  -6 s1 ای به جرم است. اگر وزنه' =m kg10  را به جرم اولیه

T=این سیستم وصل نماییم دوره تناوبی آن برابر  s2 ثانویه . مطلوبست محاسبه سختیشودمی (N m و جرم )

فرض کنید )( سیستم یک درجه آزادی kg)اولیه  2 10.) 

1 ). , .3 33 133 3 2 ). , .3 33 13 33 3 ). , .33 33 13 3 4 ). , .33 33 133 3 
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 .)وزن میله ناچیز است( با در نظر گرفتن اثر گرانش، مطلوبست محاسبه فرکانس سازه داده شده -7

1 )
k mgl

ml

 
2

 2 )
k mgl

ml

 
2

2
2

 3 )
k l mgl

ml

 
 4) 

k l mgl

ml

 2
2

 

 
 .معادله حرکت سیستم زیر را بدست آورید -8

1 )mu cu ku  2 6 3 0 

  

2 )mu cu ku  2 4 3 0 

3 )mu cu ku  3 2 0 

4 )mu cu ku  2 2 0 

 ن اثر گرانش، مطلوبست محاسبه سختی معادل سازه داده شده )وزن میله ناچیز است(.با در نظر گرفت -9

1 ).k kl mgl  20 16 

 

2 ).k kl mgl  20 4 

3 ).k kl mgl  20 16 

4 ).k l kl mg  20 4 

ر یکدیگ مقادیر همه آنها با تشکلیل شده است و میراگر موازی n و فنر سری nمعادله حرکت سیستم زیر را که از  -10

 .یکسان است را بدست آورید

1 )nmu n cu ku  2 0 

1k

m ......

2k nk
1c

2c

nc

3c

 

2 )mu ncu nku  0 

3 )nmu cu n ku  2 0 

4 )k
nmu ncu u

n
  0 
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برابر کدام گزینه است؟ )از در نظر گرفتن اثر  ACای مقابل، با فرض صلب بودن میله معادله ارتعاش قائم سیستم سازه -11

 وزن صرف نظر کنید(

1 )mx k x 29 50 0 

k k

2L 3L

A
C

m x
  

2 )mx k x 58 725 0 

3 )mx k x 58 50 0 

4 )mx k x 29 725 0 

اند، اگر سیستم متصل شده mصورت متقارن به جرم  مطابق شکل داده شده به Lهشت میله کاملاً مشابه به طول  -12

 است. EAها برابر ست با؟ سختی میله، فرکانس سیستم برابر اداشته باشدفقط در جهت افقی توانایی حرکت 

1 )EA Lm2 

m

 

2 )EA Lm4 

3 )EA Lm2 

4 )EA Lm4 

اند، در حالت اول متصل شده mرن به جرم صورت متقا مطابق شکل داده شده به Lشش میله کاملاً مشابه به طول  -13

سیستم فقط در جهت قائم توانایی حرکت دارد و در حالت دوم سیستم فقط در جهت افقی توانایی حرکت دارد. 

 است. EAها برابر مطلوبست محاسبه نسبت فرکانس سیستم حالت اول به حالت دوم؟ سختی میله

1 )2
2

 

m

45

45

 

2 )2
3

 

3 )2
4

 

4 )2
6
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گاه مفصلی تبدیل شود، فرکانس قاب گاه گیردار قاب به تکیهدر یک قاب برشی معادل یک درجه آزادی چنانچه تکیه -14

 شود؟چند برابر می
( )P t

L

L

A D

( )P t

L

L

A D

 
1 )1

3
  2 )2  3 )3 4 )1

2
 

 ( چند است؟2( به )1نسبت فرکانس سیستم )در شکل، در قاب برشی داده شده  -15

1 )5/0 2 )1  3 )2 4 )3 

00000000

( )P t

2L

D

L

L

00000000

( )P t

L 2/

D

L

L

1 2
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 الات تستیونامه سپاسخ

 (3گزینه )-1

ه حرکت سیستم یک درجه آزادی مطابق رابطه زیر است. همانطور که مشخص است پاسخ برحسب درصد میرایی و فرکانس معادل

 درصد میرایی و فرکانس دو مشخصه دینامیکی هر سیستمی هستند. ،عبارت دیگر. بهاست

mu cu ku u u u       20 2 0 
 (4گزینه )-2

به کیفیت ساخت و همچنین پدید آمدن ترک در سازه بستگی دارد.  ،اینبنابر .میرایی یک خصوصیت ذاتی در مصالح است

وابسته به سرعت و  در نتیجه، شود.صورت ویسکوز درنظر گرفته می برای در نظر گرفتن اثر میرایی در سازه، میرایی به ،همچنین

علت تسلیم شدن وابسته است، مصالح به از آنجایی که میرایی سیستم به رفتار غیرخطی ،دیگر فرکانس ارتعاش خواهد بود. از طرف

 ها صحیح است.همه گزینه پس،

 (3گزینه )-3

 عنوان درجه آزادی محسوب کرد.ای باید تعداد حرکات مستقل از هم را بهبرای تعیین درجات آزادی هر سیستم سازه

 (3گزینه )-4

 .تر شودشود پس سازه بایستی سنگین نکته: چون دوره تناوبی بیشتر می

' '

'

( )

( )

k k

m m
m m m

T k k

m m m m

m m

   


   

   
 

 


    


    


    

  

      

2

2 2

2

2 4
2

4

4 1 3 4

 

 ( خواهیم داشت:برابر شود، در مورد اضافه جرم سازه ) nکه دوره تناوب سازه  در صورتی ،به طور کلی

( )n  2 1  
 (2گزینه )-5

 :با سختی معادل سیستم برابر است ،اتصال تیر و فنر مشابه دو فنر سری است. بنابراین
. .

,b eq

eq b

EI EI EI EI
k k k mu u

k k kl l l l
         

3 3 3 3

192 48 1 1 1 38 4 38 4
0  

 (1گزینه )-6

' '

( ) .

.

k k

m m
m m m

T k k

m m

k m m

   


  

   

 


    


      


    

  

  

2

2 2

2

2 2

2 4
2

4 10 3 33

10 10

4 133 3

 

mمشخص است که  4البته مطابق نکته بیان شده در سوال  
10
3

. 

 (1گزینه )-7
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k mgl k mgl
M k ml mgl m

l ml

 
     

 
         2

2 2
0 0  

 
 (1گزینه )-8

ی آنها با میراگر سمت راست جرم نیز به نمایند و نتیجهل میمیراگرهای نشان داده شده در سمت راست جرم به صورت موازی عم

ی آن با اند و نتیجهنماید. از طرفی فنرهای نشان داده شده در سمت راست جرم به صورت سری بسته شدهصورت موازی عمل می

 نماید. بنابراین خواهیم داشت:فنر سمت چپ جرم به صورت موازی عمل می

.

.

eq

eq

c c

k k
k k k

k k

mu cu ku

mu cu ku




  



  

  

3

1 5

3 1 5 0

2 6 3 0

 

 (3گزینه )-9

 

. .

. .eq

M k l l k l cl ml mgl

ml cl k k l mgl k k kl mgl



 

    

  

        

        

 2

2 2 2 2

0 0 4 0 4

0 16 0 0 16
 

 
 (1گزینه )-10

...

... ...

eq n

eq

c c c c nc

n

k k k k k k k k

k
mu ncu u

n

nmu n cu ku

    

        

  

  

1 2

1 2 3

2

1 1 1 1 1 1 1

0

0

 

 ( 3گزینه )-11
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 برابر است با:معادله ارتعاش 

mx F 1 0  
 محاسبه شود. x برحسب F1بنابراین باید نیروی 

k k

A
C

m



x

1F
2F

 

( )

.

( )
. . ( )

.
.

( ) ( )
.

.
( ) x

.

A

F k x l

F k l

F
M l F l F

F

k x l
l x l

k l

x
l x

l

l x
m x F m x k x l m x k x

l

m x k m x k x






 



 



 



    


   

  

        

    



1

2

1
1 2

2

1

2

5

0 2 5 2 5

2
2 5 12 5 2

5

14 5
14 5

2
0 2 0

14 5

12 5
0 58 50 0

14 5

 

 

 (4گزینه )-12

 سختی کل سیتم برابر است با

 

cos cos cos
EA EA EA EA

L L L L

EA
mx x k m EA Lm

L


     
          
     

    

2 2 2 4
4 45 2 0 2 90

4
0 4

 
m

45

 
 

 (1گزینه )-13

 سختی کل سیستم در حالت اول برابر است با

cos coseq

EA EA EA
K

L L L

EA
mx x k m EA Lm

L


   
       

   

    

2 2
1

2
4 45 2 90

2
0 2

 

 است با سختی کل سیستم در حالت دوم برابر

cos coseq

EA EA EA
K

L L L

EA
mx x k m EA Lm

L


   
       

   

    

2 2
2

4
4 45 2 0

4
0 4

 

 نسبت حالت اول به حالت دوم برابر است با
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EA Lm

EA Lm


2 2
24

 

 (4گزینه )-14

 آن نیز دو برابر حالت مفصلی است. برابر قاب مفصلی است، بنابراین فرکانس چهارسختی قاب گیردار 

 (2گزینه )-15

د، بنابراین سختی کل سیستم برابر با مجموع سختی هر یک از ننمایازی عمل میسیستم به صورت موهر دو با توجه به اینکه 

. بنابراین مجموع استموجود گیردار گاه و یک ستون با تکیهمفصلی گاه ها دو ستون با تکیه. در هر کدام از حالتاستها ستون

(، فرکانس هر 2( و )1ا توجه به برابری جرم سیستم )ها برابر بوده و بهر کدام از سیستمدر ها )سختی معادل( سختی تمامی ستون

 .استیکسان نیز دو سیستم 



 دومفصل 

 های یک درجه آزادی تحلیل ارتعاش آزاد سیستم

 مقدمه -2-1

به دست آوردن معادله حاکم بر رفتار یک  ،دینامیک سازه و همچنین برای  به ارائه مقدمه گونه که اشاره شد در فصل اولهمان

و به دست آوردن هدف از این فصل حل معادله دیفرانسیل حاکم  پرداخته شد. با توجه به این موضوع،درجه آزادی  سیستم یک

 زادی است.آیک درجه  سیستم جایی، سرعت و شتاب( )جابهپاسخ 

لی به صورت ی حرکت در حالت کمعادلهبررسی ارتعاش یک جسم بدون اعمال بار خارجی است.  ،منظور از ارتعاش آزاد یک سیستم

 :( خواهد بود1-2رابطه )

(2-1) ( )mu cu ku p t     
)) استبار خارجی به سیستم  عدم اعمال هر گونه (،1-2)در رابطه که منظور از ارتعاش آزاد  ) p t معادله حرکت به  ،(. بنابراین0

 :شودمی( بازنویسی 2-2صورت رابطه )

(2-2) mu cu ku  0 

مشخص است که  به وضوح است.بدون اعمال بارگذاری  ،یک سیستمارتعاش  گیچگوندر مورد  ،سوال مطرح شده در این زمینه 

جایی در لحظه  ، کافی است یک تحریک اولیه شامل جابهبه منظور بررسی پدیده ارتعاش آزاداما  .کند چنین سیستمی ارتعاش نمی

توان پاسخ ارتعاش آزاد را  می ،و در ادامه شود)سرعت اولیه( به سیستم اعمال  و یا سرعت در لحظه صفر (جایی اولیه)جابه صفر

 به عبارت دیگر: .بررسی نمود

(2-3) ( )u u 00  

(2-4) ( ) 00u u  
در صورت بررسی جایی و سرعت اولیه( به سیستم است.  به)جا اعمال شرایط اولیه ،مفهوم ارتعاش آزاد از لحاظ فیزیکی ،بنابراین

برای  ،بنابراین است.( یک معادله دیفرانسیل مرتبه دوم 2-2مفهوم ارتعاش آزاد از دیدگاه ریاضی، متوجه خواهیم شد که معادله )

جایی و سرعت  همان جابه ،لکه شرایط اولیه معادله دیفرانسی استحل یک معادله دیفرانسیل مرتبه دوم، نیاز به دو شرط اولیه 

 است. ((4-2( و )3-2های ) رابطه)اولیه 



 

 

 30 دینامیک سازه

ی هر جسم و سیستمی هدف از ارتعاش آزاد چیست؟ هدف از ارتعاش آزاد به دست آوردن مشخصات ذاتی دینامیک :1-2نکته 

آن  میرایی و فرکانس ،، مشخصات ذاتی هر جسم در حالت دینامیکیشد( در فصل اول مشخص 14-1طور که از رابطه ). هماناست

 .ودباید رفتار سیستم را بدون اعمال بار خارجی )ارتعاش آزاد( بررسی نم ها،تعیین آنبرای  ،بنابراین است. سیستم

 ارتعاش آزاد بدون میرایی -2-2

یر بازنویسی ( به صورت ز2-2معادله ) ،نموده و به همین دلیلظر ندر حالت اول از وجود میرایی صرف برای بررسی ارتعاش آزاد

 خواهد شد:

(2-5) mu ku 0 

جایی و سرعت  طور که اشاره شد، برای حل این معادله دیفرانسیل مرتبه دوم، نیاز به دو شرایط اولیه است که عبارتند از جابههمان

ن دانش مقدماتی از معادلات دیفرانسیل برای حل این معادله دیفرانسیل نیاز به داشت ((.4-2( و )3-2های ) در لحظه صفر )رابطه

)مجموع این تابع )صدق نموده و  (5-2) رابطهدر تابعی را حدس زد که  باید بدین منظوراست.  )u t )آنمشتق دوم  و (( )u t)، 

)) نمایی. تابع ( باشد5-2قادر به صفر کردن رابطه ) ) Btu t Ae) از  یتابعچنین شتقات است. زیرا مچنین خصوصیتی  دارای

 .شودتواند صفر  ( می5-2معادله ) ،بوده و در نتیجهجنس خود تابع 

(2-6) Bt Btmu ku mAB e kAe    20 0 

(2-7) ( )BtAe mB k 2 0 

(2-8) 2 k
B

m
   

21 با جاگذاری i   و
k

m
 2 ( داریم:8-2در رابطه ،) 

(2-9) B i   

 :باخواهد شد  برابر جایی جابهپاسخ  ،بنابراین

(2-10) ( )  i iu t A e B e 
1 2  

 :( را به صورت هارمونیکی نوشت10-2توان معادله ) می ،با استفاده از رابطه زیر

(2-11) cos sinie i      
 :بنابراین

(2-12) ( ) cos sin u t B t B t 1 2  
)با استفاده از دو شرط اولیه  )0u  و( )0u،  1ضرایبB  2وB  د:ینآ میبه دست به صورت زیر 

(2-13) ( ) 0 1 00u u B u    

(2-14) ( )   
u

u u B

0

0 20  

 ر حالت بدون میرایی برابر است با:پاسخ ارتعاش آزاد سیستم د ،بنابراین

(2-15) ( ) cos sin
u

u t u t t 


  0
0  

 .دشومی( 1-2مطابق شکل ) ،جایی سیستم یک درجه آزادی در حالت بدون میرایی (، جابه15-2رابطه )در صورت رسم 


