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  فصل اول 

  یابیها در مکانفاصله

y,اگر مختصات وسیله جدید  x  و براي وسیله موجودi ،,i ib a  باشند، به طوریکه( , )X x y  و( , )i i iP a b 
  توانیم تعریف کنیم:اصل زیر را میآنگاه فو

 
 
 
 
 
 
  
 
 

  iPو وسیله موجود  xفاصله بین وسیله جدید  -1- 1شکل 
  یا مورب  1فاصله خط مستقیم یا اقلیدسی-1

  شود:به صورت زیر تعریف می iPو  xاقلیدسی بین  فاصله

( , ) ( ) ( )     
1

2 2 2
E i i id X P x a y b  

کشی رود. برخی از مسائل سیمها و سفر هوایی به کار میفاصله اقلیدسی براي برخی از مسائل جایابی شبکه، شامل نقاله
  هایی از مسائل فاصله اقلیدسی هستند.کشی نیز نمونهلوله الکتریکی و مسائل طراحی

                                                
1 Euclidean 

ib

iax

y



 
 
 

 8  هاي صنعتی  طراحی سیستم
 

  1فاصله مجذور خط مستقیم یا مربع اقلیدسی-2
رود هزینه به عنوان مثال انتظار می . فاصله نیستاز در برخی مسائل جایابی تسهیلات، هزینه تابع خطی درجه اول 

ا مربع فاصله بصله غیرخطی باشد. فرض کنید هزینه نشانی براي یک آتش با فاالعمل یک ماشین آتشمرتبط با عکس
iP,اقلیدسی بین  X  متناسب باشد. فاصله اقلیدسی بین,iP X شود:به صورت زیر تعریف می  

( , ) ( ) ( )   2 2
SE i i id X P x a y b  

نشانی یا جایابی آمبولانس یا مسائل خدمات ایستگاه آتشتواند در جایابی مراکز اضطراري مثل احداث این نوع فاصله می
  اورژانس کاربرد داشته باشد.

   2فاصله متعامد -3
شود که در الگویی مستطیلی و موازي با اي از راهروهایی پیموده میدر بیشتر مسائل جایابی ماشین، فاصله در مجموعه

مستطیلی، خطی شکسته، مختصاتی، ( به صورت متعامد تی، فاصله متناسبدیوارهاي ساختمان هستند. در چنین وضعی
را به صورت زیر تعریف  iPوXاست. فاصله متعامد بین  )هتنهاي عمود بر هم، کلان شهري یا مناي، هامیلتون، راهروپله
  کنیم:می

( , ) | | | |   R i i id X P x a y b  
ها از خیابان محدبیهري مناسب است که در آن سفر در امتداد مجموعه هاي جایابی شفاصله متعامد براي برخی تحلیل

 برند.مد را براي حرکت پرسنل به کار میاافتد. به علاوه، تعدادي از ادارات، مجموعه از راهروها و تالارهاي متعاتفاق می

  
  3شف چبیفاصله -4

)بین دو نقطه شف چبیفاصله  , )X x y و ( , )i i iP a b  با علامت( , )it X P  یا( , )ch id X P نمایش داده می -

شود و به صورت  ( , ) | |, | |  i i it X P Max x a y b گردد. در حالی که فاصله متعامد برابر مجموع تعریف می
اصل افقی و عمودي دو نقطه است. این روش در برابر ماکزیمم فو شف چبیفواصل افقی و عمودي دو نقطه است، فاصله 

کاربرد دارد و از جمله کاربردهاي دیگر این فاصله این است که حرکت مواد در کارخانه به کمک  4مسائل انتخاب سفارش
را به  شف چبیتوان فاصله هاي سه موتوره میرثقیلشود. براي جموتور انجام می هاي مجهز به دو موتور یا سهجرثقیل

  دارد: z,y,xرت زیر تعریف کرد که سه موتور مجزا براي حرکت در سه محور صو

 ( , ) | |,| |, | |   ch i i i id X P Max x a y b z c  

                                                
1 -Squared Euclidean 
2 -Reclilinear 
3 -tchebychev 
4 -order picking 
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  فاصله راهرویی -5
هاي دیگر متفاوت است؛ زیرا در این روش، فواصل واقعی که در طول راهروها به وسیله فاصله راهرویی با تمامی روش
j,، فاصله راهرویی بین تسهیلات 2-1گردد. در شکل یشود، محاسبه متجهیزات انتقال مواد طی می i  عبارت است از

,حاصل جمع فواصل  , ,d c b a.  در این مثال اگر از روش مستطیلی استفاده کنیم، ممکن است فاصله بدست آمده کمتر
هاي تولیدي است. چون مسیر و تجهیزات ر مسائل چیدمان بخشاز حد واقعی خود برآورد شود. کاربرد اصلی این روش، د

  انتقال مواد در مراحل اولیه طراحی هنوز مشخص نشده است.
  گیرد.ریزي مورد استفاده قرار میاین روش فقط در مراحل ارزیابی و برنامه 

 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
  

  محاسبه فاصله به روش راهرویی و همسایگی -2- 1شکل 
  مجاورت فاصله همسایگی یا- 6

شود. اشکال عمده این از آنجا که این روش نشان دهنده همسایه بودن یا نبودن تسهیلات است به این نام شناخته می
وت فاصله ف 5از هم  jوiشود. براي مثال اگر تسهیلات ست که میان تسهیلات غیرمجاور تفاوت قائل نمیا روش آن

فوت فاصله داشته باشند و غیر همجوار باشند،  100از هم  kوiداشته باشند و همجوار نباشند، از طرفی دیگر تسهیلات 
، 2- 1گیرد. در شکل در نظر می ikdو  ijdاز نظر این روش هیچ تفاوتی با هم ندارند و این روش، ارزش صفر را براي 

,  0 1ij ik jkd d d باشد زیرا جفت تسهیلات می,jk ik  همجوارند ولی جفت تسهیلات,j i  همجوار نیستند. در
  حالت کلی داریم:


 


1
0ijd  

  

  مجاور باشند. j,iاگر 
  در غیر اینصورت 

  kوسیله 
  iوسیله 

  jوسیله 

a

b

c

d
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 SLP(1ریزي جانمایی سیستماتیک (گیري براي محاسبه امتیاز هر چیدمان از طریق تکنیک برنامهاندازهاین نوع روش 
  گیرد.مورد استفاده قرار می

  کوتاهترین مسیر - 7
یک  گیرد.اي، روش کوتاهترین مسیر براي تعیین فاصله بین دو گره مورد استفاده قرار مییابی شبکهدر مسائل مکان

 ها مسیر بین هر جفت از تسهیلات را نشان ها، تجهیزات و یالهایی تشکیل شده است که گرهها و یالشبکه، از گره

اي است دهد. معمولاً بر روي هر یال، وزنی نوشته شده است که نشان دهنده فاصله، زمان یا هزینه حرکت بین دو گرهمی
معمولاً بیش از یک مسیر بین هر دو جفت گره وجود دارد، کوتاهترین مسیر اند. چون که توسط این یال به هم وصل شده

توان به صورت شبکه نمایش داد و کوتاهترین مسیر در اینگونه یابی را میگیرد. مسائل توزیع و مکانمورد توجه قرار می
  شود.مسائل استفاده می

با هم برابر  شف چبید، اقلیدوسی، مربع اقلیدسی و ) اگر فاصله بین دو نقطه فرضی با چهار نوع مسافت متعام1نکته
  باشند. باید دو نقطه فرضی اولاً در راستاي افقی یا عمودي قرار گرفته باشند و ثانیاً فاصله دو نقطه با هم برابر یک باشند. 

)یعنی اگر براي دو نقطه  , ), ( , ) b x y a x y دهد.رابطه زیر برقرار باشد، دو حالت رخ می  
   1SE R S Chd d d d  

  حالت اول) دو نقطه در راستاي افقی باشند.
, | |   1y y x x  

  حالت دوم) دو نقطه در راستاي عمودي باشند. 
, | |   1x x y y  

  یا عمودي دو نقطه بزرگتر از یک باشد آنگاه همواره داریم: و ) اگر فاصله افقی2 نکته
  SE R E Chd d d d  

 اثبات)

 
 
 
 
 
 
  
 
 

                                                
1 -Systematic Layout Planning 

x z

y b

a
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  باشد پس داریم:توان گفت وتر بزرگتر مساوي از اضلاع قائمه میبا توجه به مثلث قائم الزاویه بالا می

( , ) ( , ) ( , )
 

    
E Ch

Z x
Z Max x y d a b d a b I

Z y
  

  و طبق نامساوي مثلث داریم:
( , ) ( , )   R Ex y z d a b d a b II  

  و همچنین طبق قضیه فیثاغورث داریم:
( , ) ( , )     2 2 2

SE Rz x y x y d a b d a b III  
,از روابط  ,III II I شود که:نتیجه گرفته می  

  SE R E Chd d d d  
)هايبا مختصات Yو Xتابع فاصله بین دو نقطهفرمول کلی )3نکته , , , ) 1 2  nX x x x Y ( , , , ) 1 2  ny y y ،

  :باشد می به صورت زیر

( , ) | |


 
  
 


1

1

p p
p

p i i
i

L x y x y  

  با توجه به فرمول کلی که در بالا آمده است، داریم:
  باشد، آنگاه نوع فاصله، به فاصله متعامد (منتهن) تبدیل خواهد شد. 1Pاگر  – 1
اگر  – 2 2P  ،آنگاه نوع فاصله، به فاصله اقلیدسی (مورب) تبدیل خواهد شد.باشد  
افقی و عمودي دو نقطه) تبدیل خواهد  فواصل شف (ماکزیمم، آنگاه نوع فاصله، به فاصله چبیباشد Pاگر  - 3

  شد.
  باشد: می به صورت زیر (کلان شهري) به فاصله اقلیدسی (خط مستقیم) ) نحوه تبدیل فاصله متعامد4نکته

)فاصله متعامد بین دو نقطه , )P a b و( , )X x y با مجموع فاصله اقلیدسی دو نقطه  است برابر( , ), ( , )0 0a x  و
)دو نقطه  , ), ( , )0 0b y توان به صورت زیر بیان کرد: می که این موضوع را  

   

   
( , P) ( , ), ( , ) ( , ), ( , )

| | | | ( ) ( ) ( ) ( )

| | | | ( ) ( ) | | | | | | | |

 

          

              

2 2 2 2

2 2

0 0 0 0

0 0 0 0
R E Ed X d x a d y b

x a y b x a y b

x a y b x a y a x a y b x a y b

  

  باشد: می نحوه تبدیل فاصله متعامد (مستطیلی) به فاصله چبی شف به صورت زیر) 5 نکته
)فاصله متعامد بین دو نقطه  , ), ( , ) X x y P a b دو نقطه تبدیل یافته نظیر  شف چبیبا فاصله  است برابر

( , ), ( , )    X r s P a b  تحت تبدیل 
  
 

1 1
1 1T توان به صورت زیر بیان کرد: می که این موضوع را  
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 یابند و به دو نقطه ثانویه می ساعت دورانهاي  درجه جهت عقربه 45حول مبدا  Pو  X، دو نقطه اولیه Tدر تبدیل 

, P X شوند. می تبدیل 

. ( , ) ( , ) ( , ) (x y, x y)

. ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

                
 
                  

 

1 1
1 1

1 1
1 1

X X T X x y x y x y X r s

P P T P a b a b a b P a b a b a b  

  پس داریم:
,چبی شف بین دو نقطه  فاصله P X فاصله متعامد بین دو نقطه =X  وP 

 ,       x a y b Max r a s b 

  باشد: می نحوه تبدیل فاصله چبی شف به فاصله متعامد (خطی شکسته) به صورت زیر) 6نکته

با استفاده از تبدیل معکوس 

 
 

  
  
 

1

1 1
2 2
1 1
2 2

T بدیل یافته توان نقاط تمیPوX  را به نقاط نظیرXوP دیل کرد تب

  توان به صورت زیر بیان کرد: می که این موضوع را

. (r,s) ( , )

. (a , b ) ( , )





 
       
  
 
 
            
  
 

1

1

1 1
2 2
1 1 2 2
2 2
1 1
2 2
1 1 2 2
2 2

r s r sX X T X

a b a bP P T X  
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  فصل اول ايچهارگزینهسوالات 
  ؟گیرد می ورد استفاده قرارتولیدي مهاي  کدام یک از فواصل زیر در مسائل چیدمان بخش -1
  شف چبی) فاصله 4  ) فاصله راهرویی3  ) فاصله مجاورت2  فاصله مختصاتی)1
  ؟گیرد می کدام یک از فواصل زیر در جابجایی نقاله ها مورد استفاده قرار -2
   ) فاصله پله اي2    مجذور اقلیدسی) فاصله 1
  ) فاصله خط مستقیم4    همسایگی) فاصله 3
  ه ترتیب چند مسیر براي فاصله اقلیدسی و فاصله متعامد وجود دارد؟بین دو نقطه ب -3
  ) یک مسیر ـ مسیرهاي زیاد با تعداد متناهی 2  ) مسیرهاي زیاد با تعداد متناهی ـ یک مسیر1
  ) یک مسیر ـ مسیرهاي زیاد با تعداد نامتناهی 4  ) مسیرهاي زیاد با تعداد نامتناهی ـ یک مسیر 3
بزرگتر از یک باشد آنگاه کدام مقایسه براي اندازه فاصله بین  b,aعمودي بین دو نقطه اگر فاصله افقی و -4

  همواره صحیح است؟ b,aدو نقطه 
1 (  SE R E Chd d d d    2(   SE R E Chd d d d  
3 (  SE R E Chd d d d    4(   SE R E Chd d d d  
  ) کاربرد دارد؟Order pickingدر مسائل انتخاب سفارش ( کدامیک از فواصل زیر-5
  ) فاصله منهتن2    شف چبی) فاصله 1
  ) فاصله مجذور مستقیم4    ) فاصله مستقیم3
  )89اردیبهشت  –فاصله چبی شف کدام است؟ (پیام نور  - 6

1 ( ( ) , ( ) 2 2
1 2 1 2Max x x y y   2 ( ( ) , ( ) 2 2

1 2 1 2Min x x y y  

3 ( ( ) ( )  2 2
1 2 1 2Max x x y y                          4 ( ( ) ( )  2 2

1 2 1 2Min x x y y  

درجه حول مبدأ داراي مختصات  45چنانچه نقاط دوران یافته تسهیلات موجود با زاویه  - 7
( , ) ( , )1 1 12 22r s  و( , ), ( , )2 2 8 16r s بوده است؟ قطه اولیه چقدر باشد. در این صورت فاصله متعامد دو ن

  ) 91آذر  –و پیام نور  91(دکتري 
1(10    2(4  
  ) هیچکدام 4  ) قابل محاسبه نیست (اطلاعات دیگري لازم است)3
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  فصل اولاي چهارگزینهپاسخ تشریحی سوالات 
  صحیح است.  3گزینه -1

ال مواد در مراحل اولیه تولیدي است زیرا مسیر و تجهیزات انتقهاي  کاربرد اصلی فاصله راهرویی در مسائل چیدمان بخش
  طراحی هنوز مشخص نشده است.

  صحیح است. 4گزینه -2
  صحیح است. 2گزینه  -3

چند مسیر مختلف براي فاصله متعامد وجود دارد البته تعداد این و براي فاصله اقلیدسی  بین هر دو نقطه یک مسیر یگانه
  اند. مسیرها، متناهی

  صحیح است. 4گزینه  -4
  باشد.صحیح می 4فصل و اثبات آن، گزینه  همین 2 نکتهطبق 

  صحیح است. 1گزینه  -5
  )، کاربرد دارد.order pickingشف در مسائل انتخاب سفارش (یبفاصله چ

  صحیح است. 4گزینه  -7
  باشد:شف دو نقطه دوران یافته مییبروش اول) فاصله متعامد دو نقطه اولیه برابر فاصله چ

     | |, | | | |, | | ,       1 2 1 2 12 6 22 16 6 6 6chd Max r r s s Max Max  
  باشد.ها موجود نمیدر هیچ یک از گزینه 6که عدد 

  روش دوم) 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

| ( ) | | |





 
 

    
  

 
 
 

    
  
 

        

1
1 1 1 1

1
2 2 2 2

1 1
2 212 22 5 171 1
2 2
1 1
2 28 16 4 121 1
2 2

5 4 17 12 1 5 6R

a b r s T

a b r s T

d

  



   دومفصل 

  )SFLPیابی تک تسهیلاتی (مسائل مکان

  
  ) SFLP( 1مسائل جایابی تک تسهیلاتی مقدمه: -2-1

مکانی  .گیردرد بررسی قرار میمو ،در این فصل، مسأله تعیین مکان یک وسیله جدید نسبت به یک تعداد وسیله موجود
کند و هزینه کل مذکور متناسب با که به دنبال آن هستیم، جایی است که یک تابع هزینه کل تعریف شده را حداقل می

  شود.فاصله در نظر گرفته می
  قلیدسی،اي، فواصل متعامد، اقلیدسی و مربع ابه طور عمده، طی این فصل، علاوه بر معرفی مسأله جایابی تک وسیله

گردد. همچنین مفهوم منحنی همتراز هاي مختلف حل مسأله مذکور، ارائه میمدلهاي مربوط به آنها معرفی شده و روش
  گیرد.و کاربرد آن در حل مسائل به همراه مفهوم هندسی مسأله مورد بحث قرار می

  فرضیات موجود:
  باشد.جایابی به صورت تکی می

  تواند قرار بگیرد.ید هر جایی میفضا پیوسته است یعنی وسیله جد
  باشند.پارامترها قطعی می

  باشد.) میMinisumتابع هدف به صورت حداقل مجموع (
  ل از قبل موجود است.یک سري وسائ

  پارامترهاي موجود:
M تعداد وسایل موجود =  

( , ) i i iP a b  مختصات وسیله موجودi ام  
  
                                                
1 -Single Fancility Location Problem 

, , ,1 2i m
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( , ) X x y  مختصات وسیله جدید  
( , ) id X P  مسافت بین وسیله جدید و موجودi ام  

 iw  هزینه حمل و نقل به ازاي واحد مسافت بین وسیله جدید و موجودi ام  
( , ) f x y  کل هزینه حمل و نقل  

  شود:همه تسهیلات موجود به وسیله فرمول زیر بیان می هزینه کل حمل ونقل بین وسیله جدید و

)2-1 (  ( ) ( , )



1

m

i i
i

f x w d X p  

  اي، مسافت به صورت متعامد یابی میانه تک وسیلهمسائل مکان-2-2
  تواند به صورت زیر بیان شود:مسأله جایابی با فاصله متعامد به صورت ریاضی می

)2-2 (   
,

( , ) | | | |


   
1

m

i i ix y i
Min f x y w x a y b  

  گردد:تواند به صورت زیر نیز بیان میبا استفاده از رابطه فوق مسأله می
  

)2-3 (  
,

( , ) | | | |
 

    
1 1

m m

i i i ix y x yi i
Min f x y Min w x a Min w y b  

  :دسازي مجزا مورد بررسی قرار گیرتوان به صورت مسائل بهینههر کدام از مقادیر سمت راست را می

)2-4 (           ( ) | |
 

  1
1 1

m m

i ix i i
Min f x w x a  

)2-5 (           ( ) | |
 

  2
1 1

m m

i iy i i
Min f y w y b  

  هاي یک حل بهینه براي مسأله جایابی با فاصله متعامد به صورت زیر هستند:برخی از خاصیت
برخی از تسهیلات موجود یکسان خواهد بود و به  xوسیله جدید با مختصه  xخاصیت انطباق: مختصه  خاصیت اول)

یلات موجود منطبق خواهد شد. البته لزومی ندارد که هر برخی از تسه yوسیله جدید بر مختصه  yطور مشابه، مختصه 
  دو مختصه مشابه یک وسیله موجود باشند. 

است. یک مکان  1) براي وسیله جدید یک مکان میانهy(مختصه  xخاصیت میانی: مکان بهینه مختصه  خاصیت دوم)
از نیمی از گردش موارد در سمت راست تر تر از نیمی از گردش مواد در سمت چپ (زیر) آن و بیشمیانه است اگر بیش

  (بالاي) آن باشد. 
  باشد.اي براي نقطه بهینه شرط لازم و کافی میخاصیت میانه، براي مسائل جایابی با فاصله پله  )نکته

  

                                                
1 -Medion Location 
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  اي:روشهاي حل بهینه مسائل جایابی تکی براي مسافت پله
  )Median Methodروش میانه ( - 1- 2-2
 (Cumulative weight Method)جمع اوزان) روش میانه وزنی (ت- 2- 2-2

 (Linear programming Method)ریزي خطی روش برنامه - 3- 2-2

  (Graphic Method)روش ترسیمی  - 4- 2-2
  (Contour Line Method)روش خطوط تراز (کانتور / هم ارزش)  - 5- 2-2
  روش میانه: -2-2-1

,باید به تواتر حمل تبدیل گردد یعنی اگر فرض شود ابتدا اگر اوزان به صورت درصد حمل باشند  قدم اول) ,3 2 1w w w 

,به ترتیب برابر  ,1 1 1
6 2 ضرب شود پس تواتر حمل به ترتیب برابر  6باشد براي تبدیل به تواتر حمل باید هر سه در عدد  3

  شود.می 1و  3و  2
  کنیم.را به صورت صعودي مرتب می مختصات طول و عرض نقاط موجود قدم دوم)

  کنیم.هایش تکرار میهر وسیله به تعداد وزن قدم سوم)
  کنیم.میانه اعداد فوق را به عنوان جواب بهینه مشخص می قدم چهارم)

1 فرض کنید مختصات سه وسیله موجود به صورتمثال) 
2
3P2 و

0
4P3و

3
6P  باشند و وزن هر یک از این سه وسیله

  باشند، مطلوبست مختصات نقطه بهینه وسیله جدید به روش میانه: 3و  4و  3موجود به ترتیب برابر 
  کنیم:هایشان مرتب میها را به ترتیب صعودي و به تعداد وزنxابتدا 

* [ , ]  0 0 0 0 2 2 2 3 3 3 2 2 2x  
  باشند.است دو عدد وسطی میانه اعداد میچون تعداد اعداد زوج 

  کنیم:ها به طور مشابه عمل میyحال براي 
* [ , ]  3 3 3 4 4 4 4 6 6 6 4 4 4y  

  توجه شود که ممکن است مختصات بهینه، نقطه یا خط یا سطح باشند.
است و اگر تعداد در صورتی که تعداد اعداد مرتب شده، عددي فرد باشد، میانه این اعداد یک عدد منحصر به فرد  )نکته

  .شود می باشد که به صورت یک بازه نشان داده می اعداد مرتب شده، عددي زوج باشد، میانه به صورت اعداد میانی
  . باشد می 1مکان میانه، مکان نیم مجموعنام دیگر )نکته

                                                
1 -half sum location 
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  روش میانه وزنی (تجمع اوزان)  -2-2-2
)وزن تجمعی  ) iW   وزنiW  هامختصه  

      
      
      

  کنیم.مختصات طول(عرض) وسائل موجود را به صورت صعودي در ستونی مرتب می قدم اول)
  نویسیم.متناظر با هر وسیله را در ستون مجاورش می iw قدم دوم)

  نویسیم.به صورت تجمعی را در ستونی در کنار ستون اوزان می مرحله به مرحله iw قدم سوم)
عدد نهایی ستون تجمع اوزان را بر دو تقسیم نموده کل مقدار خارج قسمت را در ستون تجمع اوزان پیدا  قدم چهارم)

فت حالت ممکن است پیش آید اگر مقدار خارج قسمت در بین دو ستون تجمع اوزان قرار گر 2کنیم در این جا می
مختصات عدد بعدي جواب بهینه خواهد بود و اگر مقدار خارج قسمت دقیقاً منطبق بر یکی از اعداد ستون تجمع اوزان 

  باشد که در آن صورت مختصات وسیله فعلی و بعدي (بازه) جواب بهینه مسأله خواهد بود.
ي در این کارگاه مستقر شود اگر اند و قرار است ماشین جدیدماشین در یک کارگاه مستقر شده 3فرض کنید  تست)

حرکت بارها در طول راهروهاي عمود بر هم انجام شود با توجه به تابع هزینه زیر مکان بهینه براي استقرار ماشین جدید 
  باشد.کدام گزینه می

( , ) | | | | | | | | | | | |           3 3 4 0 2 3 3 4 1 3f x y x x x y y y  
1([ , ], 0 3 3x y    2([ , ], [ , ] 1 2 1 3x y  
3([ , ], 0 2 1x y    4([ , ], [ , ] 0 2 1 3x y  

  حل) 

[ , ] 


0 4 4 0 2
2 1 5
3 3 8

i ix w w

x  

  

[ , ] 


1 4 4 1 3
3 3 7
3 1 8

i iy w w

y  

  صحیح است. 4گزینه  

  8 2 4

  8 2 4
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  ریزي خطی روش برنامه -2-2-3
زي خطی ریبا فاصله متعامد به صورت زیر است که با توجه به وجود قدرمطلق یک برنامه SFLPتابع هدف مسئله 

  شود. محسوب نمی

)2-6 (                   
,

( , ) (| | | |)


   
1

m

i i ix y i
Min f x y w x a y b  

|براي اینکه بخواهیم عبارت غیرخطی  | ix a  شرط زیر هم زمان برقرار باشد. 4را خطی کنیم باید  

| |
  

    
  

0
0 0

i i i

i i i i i

i i

x a p q
x a p q p q

p q
  

توان به صورت زیر به یک تابع فاصله متعامد در راستاي طول را می با SFLPتابع هدف مسأله  ،با توجه به مطالب فوق
  هدف خطی تبدیل کرد:

)2-7 (    

( ) ( )

:

,



 

  





1

0
0

m

i i i
i

i i i

i i

i i

Min f x w p q

St x p q a
p q
p q

  

  xآزاد درعلامت     
0iدر مدل بالا محدودیت دوم یعنی  ip q هاي متنـاظر زیرا ستونتوان آن را حذف کرد ئد است و مییک محدودیت زا 

i,با  iq p  .پس داریم:وابسته خطی هستند  

)2-8(    

min ( ) ( )

:
,



 

  




1

0

m

im i i
i

i i i

i i

f x w p q

St x p q a
p q

  

   xآزاد در علامت 
در  و تعداد متغیرها  mها) برابر yها (xها در راستاي محور تعداد وسایل موجود باشد تعداد محدودیت mاگر  )نکته

2ها) برابر yها (xراستاي محور  1m باشد. پس در کل داریم:می  
 2m  ها در کل تعداد محدودیت  

 4 2m  تعداد متغیرها در کل  
صورت این توان مدل دوگان را به می xبا فاصله متعامد در راستاي محور  SFLP) براي مدل خطی مسأله نکته

  نوشت:
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( )

:
| | , , ,







 




1

0
1 2

m

i j
j

j

j j

j

Max f z z a

st z
z w j m
z

  

jدر واقع محدودیت دوم از دو محدودیت  jz w  و j jz w شود. ناشی می  
  روش ترسیمی  -2-2-4

دهد  می کنیم و جائیکه شیب نمودار از منفی به مثبت تغییر علامت می ابتدا نمودار مربوطه را رسمدر این روش 
)با کمترین هزینه است. در واقع تابع هزینه را به دو تابع نقطه بهینه  ), ( )2 1f y f x کنیم و هر کدام را در  می تبدیل

کنیم که داراي کمترین مقدار روي  می کنیم. براي هر تابع، نقطه اي را روي محور افقی پیدا می نمودار مجزا رسم
  باشد. می محور عمودي باشد، این نقطه همان نقطه بهینه

  نقطه بهینه را بدست آورید. ،با توجه به تابع هزینه زیر و با استفاده از روش ترسیمیمثال) 
( , ) | | | | | | | |       3 2 2 3 3 2 2 1f x y x x y y  

  حل) 
( ) | | | |
( ) | | | |

   

   
1

2

3 2 2 3
3 2 2 1

f x x x
f y y y

  

  
  
  
  
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 آزاد در علامت

f (x)1

* *x 2 ,f (x ) 2 
x

x      1   2   3   
( )f x1   12   7   2   8   
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تعلق به آن خط است لذا استقرار یک خط تراز، خطی است که داراي هزینه ثابتی در تمام نقاط م : تعریف خط تراز
  دهد.وسیله جدید در هر نقطه این خط هزینه کل یکسانی را نتیجه می

  
  کنیم.) در مواقعی که نقطه بهینه قابل استقرار نباشد از این روش استفاده مینکته

  موارد کاربرد خطوط تراز:
  ـ بدست آوردن نقطه بهینه براي وسیله جدید 

  کند. هینه قابل استقرار واقعی نباشد بهترین جایگزین براي نقطه بهینه را مشخص میـ در مواقعی که نقطه ب
  هاي غیر بهینه چه میزان جریمه باید پرداخت کرد.دارد در صورت انتخاب محلـ بیان می

  دهد تا نقاط هم ارزش را بیابد.ـ منحنی هم تراز ایده خوبی به طراح کارخانه می
باشد و هنگامی که از نقطه بهینه مورد نظر فاصله بگیریم  می ز هزینه نقطه بهینه بیشترهزینه خطوط تراز ا )نکته

  یابد. می یعنی شعاع منحنی تراز افزایش یابد، هزینه خط تراز (کانتور) افزایش
در ضمن این چند د. نباشمی ورت چند ضلعیبه ص (راهروهاي عمود بر هم) با فاصله متعامدشکل خطوط تراز  )نکته

  توانند منتظم و یا غیر منتظم باشند. می عی هاضل
اي شکل هستند در واقع بدین معنی است که این خطوط را از هر ستههاي بمنحنیخطوط تراز به صورت  )نکته

  گردیم. می نقطه اي شروع کنیم به همان نقطه باز
  
  
  

f (y)2

* *y 2,f (y ) 2 

y

y      1   2   3   
(y)f1   8   3   2   7   
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ون) بر حسب تعداد و وزن تسهیلات (هامیلت با فاصله متعامد شکل خطوط تراز مسأله جایابی تک تسهیلاتی )نکته

   به سه صورت زیر قابل نمایش است:
  
  
  
  
  
  
  
  

گاه همدیگر توان گفت خطوط تراز هیچهیچ دلیلی وجود ندارد که خطوط تراز با یکدیگر موازي باشند اما می )نکته
  کنند.را قطع نمی

  
  طریقه رسم خطوط تراز 

  
  دهیم.ا روي دستگاه مختصات نشان میمختصات وسایل موجود رقدم اول) 

  
  کنیم.از هر یک از وسایل موجود خطوط افقی و عمودي به موازات محورهاي مختصات رسم میقدم دوم) 

,خطوط عمودي را از چپ به راست  , ,1 2j p کنیم و خطوط افقی را از پائین به بالا گذاري مینام
, , ,1 2i q کنیم.نامگذاري می  

  
و محل تلاقی خطوط افقی محور مختصات را با  jCمحل تلاقی خطوط عمودي با محور مختصات را با  سوم)قدم 

id دهیم. مقادیر نشان میiw  مقادیر روي خطوط عمودي را با یکدیگر جمع کرده وjC آید و مقادیر بدست می

iw  روي خطوط افقی را با یکدیگر جمع کرده و مقدارid آید.بدست می  
  
  
  
  

 یک وسیله موجود
 خطوط تراز به صورت لوزي

1

1دو وسیله موجود با  2w w  خطوط
  تراز به صورت یک چند ضلعی متقارن

1دو وسیله موجود با  2w w  خطوط
  تراز به صورت یک چند ضلعی نامتقارن

2
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   قدم چهارم) مقادیر زیر را محاسبه کنید.
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  

  
  
  
  
  
  

j,شیب هر سلول قدم پنجم)  i آید:به صورت زیر بدست می  


 
 

0

0

j i

ij i

i

M N
S N

N
  

  دهد.حالت زیر رخ می 4براي بدست آوردن جواب بهینه یکی از قدم ششم) 

*

*




  
   

1

1

0 0
0 0

p p p

q q q

M M x C
N N y d

  حالت اول  

  

*

*
 



   
   

1 1

1

0 0
0 0

p p p p

q q q

M M C x C
N N y d

  حالت دوم  

0
1

1 0 1

2 1 2

1
1

2
2

2






 

 
 

  







m

i
i

m

q q p i
i

N w

N N d
N N d

N N d w

  هاxعمود بر محور 

qN



d2

N1

N0

M C0 1 M C1 2


p pC M

qd

d1






 

 
 

  





0
1

1 0 1

2 1 2

1
1

2
2

2



m

i
i

m

p p p i
i

M w

M M c
M M c

M M C w
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*

*
1 1

1 1

0 0
0 0

 

 

   
    

p p p p

q q q q

M M C x C
N N d y d

  م حالت سو 

*

*


 

  
    

1

1 1

0 0
0 0

p p p

q q q q

M M x C
N N d y d

  حالت چهارم  

ماشین موجود قرار گیرد. مسیرهاي حمل و نقل عمود بر هم  4قرار است در کارگاهی یک ماشین جدید بین  مثال)
  باشند سایر اطلاعات در جدول زیر آمده است.می

]الف) شیب خط هم تراز که از ناحیه  , ], [ , ] 4 6 2 4y x است. میگذرد چقدر  
  ب) نقطه بهینه را بدست آورید.

1 2 3 4
5 1 1 2
2 4 4 6
4 4 6 2

x
y

  

  حل) الف 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

*


   

     

  
  


4

0
1

1 0 1

2 1 2

3 2 3

9

2 9 2 5 1
2 5
2 9

i
i

M w

M M c
M M c
M M c

  

   1
21

2

1
7

MS
N

  

]) فضاي ما بین نکته , ],[ , ] 1 1j j i i  را فضاي,j i نامند.می  

 ماشین موجود
 حجم حمل و نقل

4

0
1

1 0 1

2 1 2

3 2 3

9

2 5
2 7
2 9



   

   

  

  

 i
i

N w

N N d
N N d
N N d

N
d

3

31

N2

d 26

N
d

1

12

N0

M C0 1

5

M C1 2

2

M C2 3

2

M3

5

1

1

2
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  حل ب) 
*

*

,

,

    

    
0 1 1

1 2 2

0 0 5
0 0 6

M M x c

N N y d
  

  اي، مسافت به صورت مربع اقلیدسییابی میانه تک وسیلهمسائل مکان-2-3
  مسأله جایابی تک تسهیلی با در نظر گرفتن مجذور فاصله اقلیدسی به مسأله مرکز ثقل معروف است.

  با فاصله مجذور اقلیدسی به صورت زیر است: SFLPتابع هدف مسأله 

)2-10(                   ( , ) ( ) ( )


      2 2

1

m

i i i
i

Min f x y w x a y b  

  
  روشهاي حل مسأله مرکز ثقل:

  گیري از تابع هدف روش مشتق - 1- 2-3
 روش منحنی تراز  - 2- 2-3

  
  گیري از تابع هدف روش مشتق -2-3-1

)2-11 (  *( , ) ( ) 






     







1

1

1

0 2 0

m

i im
i

i i m
i

i
i

w a
f x y w x a x

x w
  

)2-12 (  *( , ) ( ) 






     







1

1

1

0 2 0

m

i im
i

i i m
i

i
i

w b
f x y w y b y

y w
  

*هاي مختصه *( , )x y هاي دهی شده مختصهتواند به صورت میانگین وزنجدید می وسیلهy,x  و تسهیلات موجود
)هایی هستند که تغییر شوند و مختصه , )f x y توانند هم شرط لازم و هم ق میکنند. دو شرط فورا مینیمم می

  کافی براي یک مینیمم باشند. شرط
مستقیم اگر نقطه بهینه در دسترس باشد جواب بهینه یک نقطه خواهد  با مجذور فاصله SFLP لئ) در مسانکته
  بود.

  
سه وسیله بر سه رأس مثلث مقابل قرار دارند. قرار است وسیله جدیدي در میان این وسایل قرار گیرد. در  تست)

,ان حمل بین وسیله جدید با وسایل موجود زصورتی که می ,C B A ابر به ترتیب بر, ,2 3w w w هاي باشد و هزینه
  حمل و نقل تابعی از مجذور فاصله مستقیم باشد محل بهینه وسیله جدید درکدام محل است؟
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  I) در ناحیه 1
  II)در ناحیه 2
  ) روي ارتفاع مثلث 3
  ) روي محل تلاقی ارتفاع با قاعده مثلث 4
  

  و داریم: گیریمیرا به عنوان مبدأ مختصات در نظر م B حل)

* 



    
   

 





3

1
3

1

3 2 0 2 5 16 8
3 2 6 3

i i
i

i
i

w a
w w w wx

w w w ww
 

* / / /



    
   

 





3

1
3

1

3 2 5 0 0 7 5 7 5
3 2 6 6

i i
i

i
i

w b
w w w wy

w w w ww
  

  
  
  
  
  

  ) درست است.2شود پس گزینه (واقع می IIمبدأ مختصات است در ناحیه  Bاین مختصه با توجه به اینکه 
  باشد.بی وسائل موجود میها یکسان باشند، محل بهینه وسیله جدید میانگین حساiw) اگر نکته

  اثبات) 

*

*

  



  



  

  

  



  



1 1 1

1

1 1 1

1

m m m

i i i i
i i i

m

i
i

m m m

i i i i
i i i

m

i
i

w a w a a
x

mw mw

w b w b b
y

mw mw

  

اضافه شود میزان  (x,y)) اگر نقطه بهینه در دسترس نباشد و به مختصات طولی و عرضی نقطه بهینه مقادیر نکته
  باشد:افزایش در تابع هزینه به صورت زیر قابل محاسبه می

/2 5
I IIB

A

C
32

( , )
B
(w)

00

( , / ) A ( w)2 2 5 3

C ( , )
( w)

5 0
2



 
 
 

یابی تک تسهیلاتی مسائل مکان 27 
 

( )


   2 2

1

m

i
i

f x y w  

  نی تراز روش منح -2-3-2
  باشد:معادله منحنی تراز به صورت زیر می

)2-13 (                                        * *( ) ( )   2 2 2x x y y R  
)شعاع منحنی تراز متناسب با هزینه  , )f x y آید:به صورت زیر بدست می  

)2-14 (                * * ( )( , ) 
   

 
2 2

2 2
i i i

i i

w a bf x yR x y
w w

  

هاي تراز همواره به صورت دوایر متحدالمرکزي با مرکزیت نقطه بهینه در روش مجذور فاصله مستقیم، منحنی )نکته
  باشد.مسأله جایابی می

  
  
  
  
  
  

  در یک کارگاه چهار ماشین که مختصات مکانی آنها به صورت زیر است مستقر شده است.مثال) 
( , ) ( , ) ( , ) ( , )1 2 3 48 4 5 2 4 8 3 2P P P P  

هـاي موجـود یکسـان اسـت بـا      ین جدیدي بین آنها استقرار دهیم ارتباط بین ماشین جدید با ماشینخواهیم ماشمی
 54استفاده از فاصله به صورت مربع اقلیدسی الف) مشخص کنید در چه شعاعی از نقطه بهینه هزینـه اسـتقرار برابـر    

  )1iwباشد (فرض هد بود ب) معادله منحنی تراز مربوطه به چه صورت میاواحد خو
  حل) 

* *     
   

8 5 4 3 4 2 8 25 44 4x y  

( ) ( ) ( ) ( )          
   2 254 1 64 16 1 25 4 1 16 64 1 9 45 44 4R  

 2R   
( ) ( )     2 2 25 4 2 4x y  معادله منحنی تراز  

  
  

 دو وسیله موجود یک وسیله موجود
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   مسائل جایابی تک تسهیلاتی در حالت فاصله اقلیدسی -2-4
  شود.ان میمسأله با فاصله اقلیدسی به صورت زیر بی

)2-15 (              
,

( , ) ( ) ( )


     
1

2 2 2

1

m

i i ix y i
Min f x y w x a y b  

یا مسأله عمومی و ) weber steinerفاصله اقلیدسی، مسأله اشتاینر ـ وبر ( در حالت SFLP ) به مسألهنکته
  شود.گفته می )Fermatفرمات (

  روشهاي حل بهینه مسائل جایابی تکی براي مسافت به صورت اقلیدسی
  گیري از تابع هدف روش مشتق - 3-1
  روش منحنی تراز  - 3-2
  (روش آنالوگ)  1روش حل قیاسی - 3-3
 روش ترسیمی  - 3-4

  گیري از تابع هدف روش مشتق -3-1

)2-16 (  ( )( , )

( ) ( )


  

     


1

2 2 2
0 0i i

i i

w x af x y
x x a y b

  

)2-17(  ( )( , )

( ) ( )


  

     


1

2 2 2
0 0i i

i i

w y bf x y
y y a y b

  

ناپذیر و وسایل موجود قرار گیرد تابع مشتقهاي جزئی بالا این مشکل وجود دارد که اگر وسیله جدید روي در مشتق
  باشد براي رفع این مشکل دو روش زیر وجود دارد:در نتیجه پیوسته نمی

  روش حل کوهن - 1- 3-1
 )HAP( 2روش تقریب هذلولی - 2- 3-1

  روش حل کوهن  -3-1-1
)اصلاحیه منسوب به کوهن بر مبناي  , )R x y شود.زیر تعریف می دو سویه است و به صورت  

( , ) ( , ),

( , )
,

( , )

   
    

    
 

     0 0

i

k k k k
k k k k

k k
i k k

f x y f x y
if X P x y

R x y u w u wS t u w
u uif X P u w

  

                                                
1 -Analog Solution 
2 -Hyperboloid Approximation Procedure 

)انطباق(  

 (عدم انطباق)
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( , )R x y شوند، براي همه نقاط در صفحه تعریف میkuhn  اثبات کرد که یک شرط لازم و کافی براي اینکه
* *( , )x y است که  یک مکان با کمترین هزینه وسیله جدید باشد این* *( , ) 0R x y  

( )

( ) ( )




    

 1
1 2 2 2

m
i k i

k
i

i k i k

w a aS
a a b b

  

( )

( ) ( )

( )






    

 

 1
1 2 2 2

1
2 2 2

m
i k i

k
i

i k i k

k k k

w b bt
a a b b

u s t

  

)مکان برخی از تسهیلات موجود  )نکته , )k ka b محل بهینه وسیله جدید خواهد بود اگر و تنها اگر ،k ku w 
  باشد.
*کند و روشی براي بدست آوردن لازم و کافی براي جواب بهینه ارائه میروش حل کوهن شرط  )نکته *( , )x y  به

  دهد.ما نمی
اگرچه ما شرایط لازم و کافی را براي یک حل بهینه مسأله فاصله اقلیدسی داریم، ولی هنوز روشی براي تعیین 

* *( , )x y ایم. ارائه نکرده( , )R x y شود را دو سویه که به عنوان مرکز ثقل اصلاح شده کوهن شناخته می
*دستکاري کرده تا مبناي براي یک رویه محاسباتی جهت پیدا کردن مکانی  *( , )x y .ایجاد کند  

  آید:قرار دهیم عبارت زیر بدست میرا مساوي صفر  16-2اگر رابطه 
                

 
( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1 12 2 2 22 2

18 2
 

 
           

 
m m

i i i

i i
i i i i

w w ax
x a y b x a y b

  

  و اگر 

( , ) , , ,
( ) ( )

 
    

1
2 2 2

1 2i
i

i i

wg x y i m
x a y b

  

  تواند به صورت زیر بیان شود:) می18-2رابطه (آنگاه 

( , )

( , )









1

1

m

i i
i

m

i
i

a g x y
x

g x y
  

  ) داریم:17-2به همین ترتیب با استفاده از رابطه (
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( , )

( , )









1

1

m

i i
i

m

i
i

b g x y
y

g x y
  

  هاي رویه حل تکرار شونده:قدم
)یک جواب اولیه به صورت  اول) قدم ) ( ),0 0x y کنیم. معمولاً، حل مرکز ثقل به عنوان براي شروع حل مسئله پیدا می

  شود.مقدار شروع کننده براي رویه تکرار شونده استفاده می
تر را با توجه به مقادیر جدید x,yجدید را از روابط بدست آمده یافته و سپس  x,yاولیه  x,yبا توجه به  قدوم دوم)

  کنیم.بدست آمده محاسبه می

)2-19(                                                   
( ) ( )

( ) ( )

( , )
( , )

 


1
k k

i ik
k k

i

a g x y
x

g x y
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  در تابع هزینه ایجاد نشود و یا تا زمانی ادامه پیدا  يکند تا دیگر بهبودق ادامه پیدا میرویه تکرار شونده فو قدم سوم)
  را ارضا کند. kuhnکه مکانی پیدا شود که شرط مرکز ثقل اصلاح شده  کند.می

  شود.کند که جواب مسأله به یک جواب بهینه همگرا می) رویه حل تکرار شونده تضمین مینکته
  روش حل کوهن بهینه بودن جواب بدست آمده را مورد بررسی قرار داد. توان از) مینکته

  )HAPروش تقریب هذلولی ( -2-4-1-2
یک رویه حل تکرار شونده دیگر نیز براي حل مسأله با فاصله اقلیدسی بدون به کار بردن رویه مرکز ثقل اصلاح شده 

) ارائه داده شده یکسان است 20-2) و (19-2توسط رابطه ( نچه کهآتواند مورد استفاده قرار گیرد. این رویه با کوهن می
)به جز اینکه  , )ig x g شود.به صورت زیر تعریف می  
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  یک عدد ثابت اختیاري کوچک و مثبت است. جاییکه 
- سائل با فاصله متعامد نیز استفاده شود زیرا یک مسأله جایابی با فاصله متعامد را میتواند براي حل ممی HAP) نکته

)توان به صورت مجموع دو مسأله با فاصله اقلیدسی  , ), ( , )0 0f y f x .بیان شود  
ان برخواهد بود. به خاطر همین ابتدا از یک تر باشد دقت بیشتر اما رویه حل مسأله زمهر چه قدر کوچک ) مقدار نکته

  یابد تا میزان خطاي محاسبه شده قابل شود و فرایند کاهشی ادامه میبزرگ براي حل مسأله استفاده می مقدار 
  پوشی باشد.چشم
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