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»ن والقلم و ما یسطرون«
کلمه نزد خدا بود و خدا آن را با قلم بر ما نازل کرد.

به پاس تشکر از چنین موهبت الهی، موسسه ماهان درصدد 
برآمده است تا در راستای انتقال دانش و مفاهیم با کمک اساتید 
مجرب و مجموعه کتب آموزشی خود برای شما داوطلبان ادامه 
تحصیل در مقطع کارشناسی ارشد، گام موثری بردارد. امید است 
تلاش‌های خدمتگزاران شما در این موسسه پایه‌گذار گام‌های 

بلند فردای شما باشد. 
مجموعه کتاب‌های کمک آموزشی ماهان به‌منظور استفاده 
تالیف  آزاد  و  سراسری  ارشد  کارشناسی  کنکور  داوطلبان 
شده‌اند. در این کتاب‌ها سعی کرده‌ایم با بهره‌گیری از تجربه 
اساتید بزرگ و کتب معتبر داوطلبان را از مطالعه کتاب‌‌های 

متعدد در هر درس بی‌نیاز کنیم. 

ذیل  به‌صورت  دانشجویان  سایر  برای  ماهان  تالیفات  دیگر 
می‌باشد:

کنکور  مرحله   5 شامل  8 ‌آزمون:  کتاب‌های  مجموعه 
آزمون  مرحله   3 همراه  به  اخیر  سال   5 ارشد  کارشناسی 
برای  که  می‌باشد  تشریحی  پاسخ  با  همراه  ماهان  تالیفی 
این  است.  شده  طراحی  کنکور  سوالات  نمونه  با  آشنایی 
با توجه به تحلیل 3 ساله اخیر کنکور و  مجموعه کتاب‌ها 
از دروس، اطلاعات مناسبی  بودجه‌بندی مباحث در هریک 

جهت برنامه‌ریزی درسی در اختیار دانشجو قرار می‌دهد.

مجموعه کتاب‌های کوچک: شامل کلیه نکات کاربردی در 
که  می‌باشد  ارشد  کارشناسی  کنکور  مختلف  گرایش‌های 
آخر  ماهه   2 در  مباحث  دانشجویان جهت جمع‌بندی  برای 

قبل از کنکور مفید می‌باشد.
محترم  همکاران  و  مولفان  اساتید،  مجموعه  از  بدین‌وسیله 
خانواده بزرگ ماهان که در تولید و به‌روزرسانی تالیفات ماهان 

نقش ‌موثری داشته‌اند، صمیمانه تقدیر و تشکر می‌نماییم. 
دانشجویان عزیز و اساتید محترم می‌توانند هرگونه انتقاد و 
پیشنهاد درخصوص تالیفات ماهان را از طریق سایت ماهان 

به آدرس mahan.ac.ir با ما در میان بگذارند.
موسسه آموزش عالی آزاد ماهان



مجموعــه پیــش رو، ســرفصل‌های درس ریاضــی عمومــی )1( را 
ــر حــل ســؤالات تألیفــی و کنکورهــای کارشناســی ارشــد  ــا تکیــه ب ب
ــل،  ــر فص ــای ه ــد. در انته ــش می‌ده ــل پوش ــور کام ــری بط و دکت
ــری  ــد و دکت ــی ارش ــای کارشناس ــؤالات کنکوره ــع‌آوری س ــا جم ب
ــت و ... و  ــواد، نف ــع، م ــران، صنای ــی عم ــته‌های MBA، مهندس رش
ــرای  ــار، دانشــجویان را ب ــر، ریاضــی و آم ــه نظی ــوم پای رشــته‌های عل

ــاً  ــاب، حتم ــه کت ــگام مطالع ــازد. هن ــاده می‌س ــده آم ــه ش ــم ارائ ــر مفاهی ــلط ب تس
ــل تســلط  ــکات بطــور کام ــا و ن ــه فرمول‌ه ــرور آن ب ــا م ــرده و ب خلاصه‌نویســی ک

ــد.  ــدا کنی پی
بر خود لازم می‌دانم از جناب آقای دکتر سیاری، ریاست محترم مؤسسه ماهان، کمال 
مقطع  راهنمای  استاد  فتح‌آبادی  پرفسور صالحی  از  باشم.  داشته  را  قدردانی  و  تشکر 
کارشناسی ارشد و از آقای دکتر شیردل استاد راهنمای مقطع دکترایم، به خاطر زحمات 
بی‌مثالشان ممنون هستم. از پدر فداکار و مادر دلسوزم، دو پشتیبان همیشگی من، از 
همسر عزیز و مهربانم، یار تمامِ لحظات من، از پدر و مادر عزیز همسرم و سایر اعضای 
مهربان خانواده‌ام، به خاطر تمام تشویق‌ها، حمایت‌ها و مهربانی‌شان، ممنون، قدردان 

و سپاسگزارم. 
از شما دانشجویان عزیز می‌خواهم تا نظرات و پیشنهادات خود را جهت بهبود این اثر 

به Hassan.Rezapour@gmail.com ارسال فرمائید.

تقدیم به پدر و مادر مهربانم و تقدیم به همسر عزیزم و البرز پسر نازنینم

امید است مسیری سبز، گشوده باشیم به راهی روشن
با احترام، حسن رضاپور
1399 
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فصل‌اول

تابع

 تعریف تابع 
 f {) , (,) , (,) , (}= −1 2 2 5 0 3 تابع مجموعه‌ای از زوج‌های مرتب که در آن دو زوج مرتب متفاوت با مؤلفه‌های اول برابر وجود نداشته باشد، به‌طور  مثال 

g بیانگر تابع نمی‌باشد. {) , (,) , (,) , (}= − −1 5 4 3 11 بیانگر تابع است اما 
 x هــا رســم شــود منحنــی تابــع را بایــد حداکثــر در یــک نقطــه قطــع کنــد. در واقــع بــرای هــرy از نظــر هندســی هــرگاه خطــی مــوازی محــور

ــد. ــرای y به‌دســت آی حداکثــر یــک مقــدار ب

نمایش دهیم آنگاه این رابطه یک تابع است هرگاه داشته باشیم: f : A B
y f )x(

→
 =

تعریف: اگر تابع را به‌صورت قاعده 

x x y y= → =1 2 1 2

f را به‌دست آورید. )x( f آنگاه  )x ( x
x x

+ = +2
2

1 1 * مثال 1: اگر 

x )x ( ;x t f )t( t f )x( x
x xx

+ = + − + = ⇒ = − → = −2 2 2 2
2
1 1 12 2 2 		 حل:

f را به‌دست آورید. )x( f آنگاه  )x( f ) ( x
x

− = 212 * مثال 2: اگر 
حل:

x
xf )x( f ) ( x f ) ( f )x( f )x( x f )x( x

x x x x x

→
− = → − = → = + ⇒ = +

1
2 3 2

2 2 2
1 1 1 1 2 12 2 3 2

3 3
        	   

f کدام است؟ )x( x آنگاه  <0 x و  yyf
x x

+  = 
 

2 2
* مثال 3: اگر 

حل:

x

yy xx ) ( xy y yxf f f )x( x
x x x x x

<

 ++  
      = = → = − + → = − +     

     

22
2

22 0 2
11

1 1
   

تغییر متغیر

از 2 رابطه

تغییر متغیر
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f را به‌دست آورید.
x

 
 
 
1 باشد،  x xf

y x y
 + += + + + 

1 1
2 3 * مثال 4: اگر 

حل:
x
yx x x t xf f f )t( f )x( fxy )x ( )y ( y t x x x

y

+
    ++ + +  = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =     ++ + + + + + + +     +

+

1
21 1 1 1 1

12 1 2 2 1 1 11
2

a
a

+ ≥1 2 آنگاه  a >0  اگر 
a

a
+ ≤ −1 2 a آنگاه  <0 اگر 

f به‌دست آورید. )y( f و )x( f را برحسب  )x y( f )x y(+ + − ، در این‌‌صورت  a >0  ،
x xa af )x(

−+=
2

* مثال 5: فرض کنید که 

x y )x y( x y )x y( x y x y x y x y

x y y x y y y y x x

a a a a a a a a a a a af )x y( f )x y(

a )a a ( a )a a ( )a a ()a a ( f )x(f )y(

+ − + − − − − − − −

− − − − −

+ ++ + − = + = + + +

+ + + += + = =

2 2 2 2 2 2

2
2 2 2

	 حل:

f را به‌دست آورید. )x( باشد،  x xf
x x

−  = + + 
2
1 3

* مثال 6: اگر 

	 حل:
x tt xt t x t x tx t x) t( x
x t

t
t xtf )t( f )x(t t x

t

− += ⇒ + = − ⇒ + = − ⇒ + = − ⇒ =
+ −

+
+ +−= = → =

+ − + − ++
−

2 22 2 2 1
1 1

2
2 21

2 2 5 2 53
1 	

کدام است؟ f )x( x باشد،  xf
x x

− −  = + 
2 1
1 2

* مثال 7: اگر 

x
x

+
+

2 1
2 4

 )4 	 x
x

+
+

2 4
2 1

 )3 	 x
x +
4

2 1
 )2 	 x

x
−2 1

2
 )1

حل: گزینه 4 صحیح است.

x پس داریم: t
x

− =
+
2
1

روش اول: قرار دهید
tx tx t x) t( t x

t
+− = + → − = + ⇒ =
−
22 1 2

1
حال مقادیر  t و x را در ضابطه داده شده قرار می‌دهیم، پس:

t t t
t t xt tf )t( f )t( f )x(tt t t x

tt

+ + − +− + + +− −= = = ⇒ = ⇒ =
++ + + + 

  −− 

2 2 11 2 1 2 1 2 11 1
2 42 2 4 2 4 2 42 11

تغییر نام
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تا

روش دوم )تستی(:

1 نیست، غلط هستند. 
4

f برابر  ) (0 . پس گزینه‌هایی که در آن‌ها  f ) ( = 10
4

x در این رابطه داریم:  = 2 x با قرار دادن  xf
x x

− −  = + 
2 1
1 2

چون 

f پس غلط است. ) ( −= =10
0

گزینه اول تعریف نشده 

. f ) ( = 10
4

f غلط می‌باشند. پس گزینه 4 صحیح است که در آن ) ( =0 4 f و گزینه سوم  ) ( =0 گزینه دوم 0

f کدام است؟ )x( xf آنگاه 
x x

−  = − + 
1 1

3 2 1
* مثال 8: اگر 

x
x
−
−
1

5 1
 )4 	x

x
− 3  )3 	 x

x
−
+
1
1 5

 )2 	 x
x −1

 )1

حل: گزینه 2 صحیح است.

tx لذا داریم:
t

+= 1 2
3

tx یعنی  t− =3 2 t پس 1
x

=
−
1

3 2
روش اول: قرار دهید 

t t t
t t xt tf )t( f )t( f )x(t t t t t x

t t

+ + −− − − −= = = ⇒ = ⇒ =
+ + + + + ++

1 2 1 2 31 1 1 13 3
1 2 1 2 3 1 5 1 5 1 51
3 3 روش دوم)تستی(:

، حال در گزینه‌ها این تساوی را چک می‌کنیم: f  − = − 
 

1 1
2

x پس داریم:  =0 در ضابطه صورت سؤال قرار دهید 
گزینه اول:

f
− − − = = = ⇒ 

  − − −

1 1
1 12 2

1 32 31
2 2

غلط است 

گزینه دوم:

f
+ − = = = − ⇒ 

  − −

1 311 2 2 15 32 1
2 2

فعلا گزینه 2 را نگه می‌داریم

گزینه سوم:

f
− − − − = = = ⇒ 

  − −

1 731 2 2 71 12
2 2

غلط است 

گزینه چهارم:

f
− − − − = = = ⇒ 

  − − −

1 311 32 2
5 72 71
2 2

غلط است 
⇒ 1و3 و4 غلط است 2 صحیح است
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قدر مطلق
x نمایش داده و برابر است با: قدر مطلق x را به‌صورت 

x x
x x

x x | x |
x x

x x

>
≥= = → = − <− <

0
0

0 0
0

0

 خواص قدر مطلق به‌صورت زیر است:
kk( x | x |

( | f )x( | | f )x( |
=
= −

221
2

( | f )x( | a;a f )x( a
( | f )x( | a f)x( a f )x( a
( | f )x( | a a f )x( a

( | f )x( | | g)x( | f )x( g )x( f )x( g)x(

( | f )x( | | g)x( | f )x( g )x(
( | f )x( | | g)x( | | f )x( g)x( |
( | f )x( | | g)x( | | f )x( g)x( |
( | f)x(g)x( |

= > ⇒ = ±
> ⇒ > < −
< ⇒ − < <

= ⇒ = ⇒ = ±

< ⇒ <
+ ≥ +
− ≤ −

=

2 2

2 2

3 0
4
5
6
7
8
9
10

 

| f)x( || g)x( |

y را رسم می‌کنیم، سپس قرینه قسمتی از نمودار که زیر محور  f )x(= y ابتدا نمودار تابع  | f )x( |=  برای رسم نمودار توابعی به شکل 
xها است را نسبت به محور xها به دست می‌آوریم.

y را رسم می‌کنیم. سپس قسمت‌های زیر محور xها را حذف می‌کنیم )زیرا  f )x(= | ابتدا نمودار  y | f )x(=  برای رسم نمودار منحنی 
، بعد قرینه قسمت‌های باقی‌مانده را نسبت به محور xها به آن اضافه می‌کنیم. )| y | f )x( (= ≥0

y می‌باشند. برای رسم نمودار این منحنی‌ها  | f )x( |= ± | در واقع دو منحنی به صورت  y | | f)x( |=  منحنی‌هایی به شکل 
| را رسم کنیم و سپس قرینه نمودار نسبت به محور xها را به آن اضافه کنیم. y | f )x(= کافی است، نمودار 

y را رسم می‌کنیم. سپس قسمت‌های سمت چپ محور yها را حذف  f )x(= y ابتدا نمودار  f )| x |(=  برای رسم نمودار توابعی به شکل 
کرده، بعد قرینه قسمت‌های باقی‌مانده را نسبت به محور yها به آن اضافه می‌کنیم. )زیرا تابع زوج است و نسبت به محور yها متقاون می‌باشد(.

یا
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را رسم کنید. | y | x= −2 * مثال 9: نمودار 1

f را a واحد پایین بیاورید. )x(  ، a <0 f را a واحد بالا و اگر  )x( ، نمودار  a >0 که  y f )x( a= +   برای رسم نمودار 

f را a واحد راست بیاورید. )x(  ، a <0 f را a واحد سمت چپ و اگر  )x( ، نمودار  a >0 y که  f )x a(= +   برای رسم نمودار 

 Ln تابع لگاریتم - تابع نمایی - تابع 

تعریف لگاریتم

، می‌توان تعریف معادل زیر را به‌عنوان مفهوم لگاریتم در نظر گرفت: b b و 1↑≠ >0 yb با شرط  x= برای عدد نمایی 
y x

bb x y log )x (= ↔ = >0
در این تعریف عدد b به‌عنوان پایه یا مبنای لگاریتم تعریف می‌شود.

روابط اولیه:
a
a

a

n

( log

( log
( loga.b loga log b

a( log loga log b
b

(loga n loga

=

=

= +

= −

=

1

1 1

2 0
3

4

5

نتیجه‌گیری مهم:

( )

n

m

n
a

b n
c c

a
b b

a

a a
bb

a
a c
b b

c
log

log log

( log
log

n(log log
m

log(log
log

(a n

(a b

=

=

=

=

=

11

2

3

4

5

)تغییر مبنا( انبم رييغت
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)صعودی( b >1 x باشد 
by log= نمودار 

  

b
A B
b b

x
b

x
b

( log log A B

(x log

( x log

>
≥ ⇒ ≥ >

> → >

< < → <

1
1 0

2 1 0

3 0 1 0
	

>b )نزولی( <0 x باشد 1
by log= نمودار 

b
A B
b b

x
b

x
b

( log log A B

(x log

( x log

< <
≥ ⇒ < ≤

> → <

< < → >

0 1
1 0

2 1 0

3 0 1 0
	

برابر کدام است؟
log log

−2 2
12 3

1 1 * مثال 10: حاصل 

2 )4 	1
2

 )3 	 3)2 	1
3

 )1

حل: گزینه 4 صحیح است.

log log log log log log
log log

− = − = = = = =
2

12
12 3 4 2 23
2 2 2 2 2 22 2

12 3

1 1 2 2

 کدام است؟
) (

xlog
+ 11

2 logx ، آنگاه  = −2 1
2

* مثال 11: اگر 

3 )4 	2 )3 	-2 )2 	1 )1
حل: گزینه 4 صحیح است.

x x xlog log log x
x x

−= − ⇒ = − ⇒ = − → = ⇒ = ⇒ + =2 2 2 11 1 1 1 11 7 7 1 8
2 2 2

xlog log log log
 + 
  = = = =

3
11 8 2 2

2 2 2 23 3

] نماد جزء صحیح است( ] log کدام است؟ ) log   +   
2 6
6 2 * مثال 12: حاصل 

4( صفر 	3 )3 	2 )2 	1 )1
حل: گزینه 2 صحیح است.

log log log log log

log log log log log log log

 < < → < < ⇒ = 
     < < → < < ⇒ = ⇒ + = + =     

1 2 6 2 2
6 6 6 6 6

4 6 8 6 6 2 6
2 2 2 2 2 6 2

0 1 0

2 3 2 0 2 2
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1003 چند رقمی است؟ log باشد عدد  /=3 0 47712 * مثال 13: اگر 
47 )4 	49 )3 	48 )2 	46 )1

حل: گزینه 2 صحیح است.
A log A log log / /

/ log log A log A A

= → = = = × =

< < → < < ⇒ < < ⇒

100 100

47 48 47 48

3 3 100 3 100 0 47712 47 712
47 47 712 48 10 10 10 10  تسا مقر 48 ياراد

توجه:

/log A / A= → = →47 71247 712 10 A دارای 48 رقم اسـت

Log3 برحسب a كدام است؟
2 Log باشد، حاصل  a=36

24 * مثال 14: اگر 

a
a
−
+

2 3
2

 )4 	 a
a

−
−

3 2
2

 )3 	 a
a +
5

2
 )2 	 a

a
−
+
1

2 3
 )1

حل: گزينه 3 صحیح است.

( )a
a c
b b

c

LogLog Log Log LogLog Log
Log Log Log Log Log Log Log

×

×= → = = = =
+ +

2 3 236 6 6 236 2 2 2
24 24 6 4 6 4 6 4

2 2 2 2 2 2

22

)Log Log ( Log x aa , Log x a x
x aLog Log Log Log

+ + + −= = = = ⇒ = → =
+ −+ + +

3 2 3
32 2 2
23 2 2 3

2 2 2 2

2 2 2 2 2 3 2
3 22 3

Log كدام است؟ Log) ( ) (+
3 8
4 555 316 25 * مثال 15: حاصل عبارت 

3 )4 	5 )3 	8 )2 	13 )1
حل: گزينه 1 صحیح است.

) ( ) () (LogLog Log Log Log Log Log Log) ( ) ( ) ( ) (+ = + = + = + = + = + =
2 2

3 2 33 33 8 3 8 8 3 22
4 5 4 5 5 2 5

4 2 4
5 5 2 25 3 5 3 216 25 2 5 2 5 2 5 3 2 9 4 13

Ln گویند. ( انتخاب شود تابع را  e /2 718281 e )نپر،    اگر در تابع لگاریتم، مبنا عدد 
x
ey Log Lnx= =

: Ln خواص
a
b

Lna a b bLna

Lna( Lne ( Log ( Ln) (
Lnb

( Ln) ( ( e a , Lne a , a e+

= = =

= −∞ = = =

1 1 2 3 1 0

4 0 5

Ln صادق است. ضمناً e یک عدد گنگ است. توجه: خواص تابع لگاریتم برای

 توابع نمایی 
( و نموداری به فرمت زیر هستند: , (+∞0 a دارای دامنه R و برد  ,a≠ >1 0 xy که در آن  a= توابع نمایی معکوس توابع لگاریتمی هستند. تابع 

A دارای 48 رقم اسـت
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خواص توابع نمایی:
a آنگاه: ,a≠ >1 0 فرض کنید 

 
x

x y
y

aa
a

− =  )2 		  x y x ya a .a+ =  )1

 m
ma

a
− = 1  )4 			   a

a
− =1 1  )3

 
nn

n
a ab ,b

bb
 ≠ > =  
 

1 6(  هك0 		  n m ma a
n

=  )5

 تابع جزء صحیح )براکت( 
جزء صحيح تابعي است از اعداد حقيقي اعداد صحيح به طوري كه به هر عدد حقيقي بزرگترین عدد صحيح كوچكتر يا مساوي آن را نسبت مي‌دهد.

n x n [x] n ; n Z≤ < + ↔ = ∈1

خواص جزء صحيح

[ ] [ ] [ ]x x x x− < ≤ < +1 1  )1

[ ]x x x− < ≤1  )2

[ ] [ ]k Z x k x k∀ ∈ → + = +  )3
} نمایش می‌دهند. }x x می‌گویند و با  ] را جزء اعشاری  ]x x−  )4

[ ] [ ]x x x x − = ← ≤ − <  0 0 1 )5

[ ][ ][ ][ ] [ ]x x x ... x n x+ + + + =


 )6

[ ] [ ] x Z
x x

x Z
∈

+ − = − ∉

0
1

 )7

[ ]
[ ] [ ] { } { }
[ ] [ ] { } { }
x y , x y

x y
x y , x y

 + ≤ + <+ = 
+ + ≤ + <

0 1
1 1 2

 )8

} به ترتيب جزء اعشاري x و y مي‌باشند. }y }و  }x

[ ] [ ] kk N;x lR kx x x ... x
k k

−   ∀ ∈ ∈ → = + + + + +      
1 1  )9

x
[x]

< ≤1 x آنگاه  <  10( اگر 

x
[x]

≤ <1 2 x آنگاه  ≥1 11( اگر 

[x]، صعودی است. 12( تابع 

که

n بار

 [ ]y x= نمودار 
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[ ]y f )x(= رسم نمودار 
y تصویر کرده به  k=  ، k Z∈ y را رسم می‏کنیم. سپس نمودار به‏دست آمده را روی خطوط  f )x(= برای رسم نمودار این توابع ابتدا نمودار 
y تصویر می‏شود، در تصاویر  k= y بر روی خط پایین‏تر یعنی k= +1 y و  k= طوری که تمام قسمت‏هایی از نمودار که بین دو خط متوالی 

y متصل نمی‏باشد »توخالی« خواهد بود. f )x(= y متصل است »توپر« و آن طرف که به نمودار  f )x(= به‏دست آمده آن طرف که به نمودار

[ ]( )y f x= رسم نمودار
x قرار دارد  k ,x k= + =1 k( را رسم کنید. سپس قسمتی از نمودار f را که بین دو خط  z(x k∈ = برای رسم نمودار این تابع، خطوط عمومی 

y  تصویر کنید. f )k(= را روی خط 

x] را به‏دست آورید. ] [ x ]+ + + =1 1 52
2 3 6

* مثال 16: مجموعه جواب معادله 
حل: با توجه به اینکه مجموع دو عدد صحیح یک عدد صحیح می‏باشد این معادله جواب نخواهد داشت.

[x] را به‏دست آورید. [ x]+ =2 0 * مثال 17: مجموعه جواب معادله 
x باشد  ≥0 1− خواهد شد. اگر  ] اعداد صحیح منفی می‏شوند و مجموعشان حداکثر  x]2 [x] و  x نمی‏تواند مقادیر منفی را اختیار کند زیرا  حل: 

] اعداد مثبت می‏باشند و مجموعشان زمانی صفر است که هر کدام صفر باشند. x]2 [x] و 

[x] x ; [ x] x x= ⇒ ≤ < = ⇒ ≤ < ⇒ ≤ < 10 0 1 2 0 0 2 1 0
2

≥x است. < 10
2

اجتماع بازه‏ها برابر 

] است. , (
k
10 [x] برابر بازه  [ x] ... [kx]+ + + =2 0  ، k N∈   مجموعه جواب معادله 

x را حل کنید. x[ ] =
4 3

* مثال 18:معادله 

x k Z x k= ∈ ⇒ = 3
3

x باید عدد صحیح باشند یعنی: 
3

حل: 

x x xx x x x x[ ] x x x x
x x x

× ≤ ⇒ ≤
= ⇒ ≤ < + → ≤ < + ⇒ − < ≤ < + ⇒ > −

12 4 3 0
1 4 3 4 12 12 0

4 3 3 4 3 3 4 12 12

. x , , ,= − − −0 3 6 9 x مضرب 3 است بنابراین 
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] کدام است؟ ] [ ]x x x + = − 3 2 4 * مثال 19: مجموعه جواب معادله 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]

x Z x n x n : x x x x x ; x x

x x x x x

 ∈ ⇒ + = + + = + = − = − 
→ = − → = − → = − ⇒ − ≤ < −

3 3 4 2 4 2 8

4 2 8 2 8 4 4 3
حل:	

 چند جواب صحیح دارد؟
x x

   + =   − −   
6 6 0
1 1

* مثال 20: معادله 

که  است  برقرار  وقتی  فوق  معادله  پس   . K
x

= −
−
6

1
داریم   K

x
=

−
6
1

فرض با   . [ ] [ ]a a+ − =0 آنگاه   a z∈ اگر  می‌دانیم  حل: 

K لذا معادله هشت جواب  , , ,= ± ± ± ±1 2 3 6 x صحیح باشد باید  x برای اینکه  , x
K K

= + − =6 61 1 } پس  }K Z , K
x

∈ − =
−
60
1

صحیح دارد.

. x n≥ +1 ] آنگاه  ]x n>   اگر 

π است. n باشد آنگاه مساحت ناحیه همواره برابر عدد  N , x y n ∈ + = 
2 2   هرگاه 

 دامنه و برد تابع 
دامنه تابع، مقادیر مجاز اختیار شده روی محور xها و برد، مقادیر مجاز روی محور yها می‌باشد: یعنی دامنه کلیه مقادیری است که تابع f به ازای 

آن‌ها تعریف شده است.
روش‏های محاسبه دامنه

 هستند. 


n دارای دامنه  nf )x( ax bx ...−= + +1 1( توابع چندجمله‏ای خطی 

f  )که )x(f و )g)x دو چندجمله‌ای هستند( دامنه عبارت است از: )x(y
g)x(

= 2( در توابع کسری 
D R {x | g)x( }= − =0

3( توابع رادیکالی

الف( اگر فرجه فرد باشد دامنه تابع همان دامنه تابع زیر رادیکال است.

 n
f gf )x( g)x( D D+= ⇒ =2 1

ب( اگر فرجه زوج باشد باید زیر رادیکال بزرگتر یا مساوی صفر قرار داده شود.

 n
ff )x( g)x( D {x | g)x( }= ⇒ = ≥2 0

4( توابع لگاریتمی

f )x(
g)x(y Log , D {x | f )x( , g)x( , g)x( }= = > > ≠0 0 1

f کدام است؟ )x( arccos x= π − 6 * مثال 21: دامنه تابع 

,
 
 
 

2 1
2

 )4 	[ ],−11  )3 	 , 
  
1 1
2

 )2 	 ,
 
 
 

3 1
2

 )1
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حل: گزینه 1 صحیح است.

 

( )

( )

arccos x arccos x cos x cos x

arccos x x

− − ππ − ≥ → ≥ ⇒ ≤ ⇒ ≥

 → − ≤ ≤

1 1 3 36 0 1
6 2 2

1 1 2

. ,
 
 
 

3 1
2

اشتراک )1( و )2( جواب است یعنی 

، f را تابع اکیداً  f )y( f )x(< y آنگاه  x<   در مورد نزولی و صعودی بودن در مطالب بعدی بیشتر توضیح خواهیم داد. دقت کنید اگر 
 f )y( f)x(> ، f را تابع نزولی نامیم. حال اگر بدانیم f تابعی اکیداً صعودی است از  f )y( f)x(> y نتیجه دهد  x< صعودی و اگر 
. ضمناً اگر f نزولی )صعودی( باشد  x y> f نتیجه می‌شود  )x( f )y(< x و اگر بدانیم f تابعی اکیداً نزولی است از  y< نتیجه می‌شود.

arc f نزولی )صعودی( است از این نکته در حل مثال قبل استفاده شد.

y برابر است با: Logf )x(= f دامنه تابع  )x(
Logf )x( Logf )x( Log f )x(

>
 ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥

0
0 1 1

x را به‏ دست آورید. xy Log −=
25

4
 * مثال 22: دامنه تابع 

حل:
x xf )x( x x x D [ , ]−≥ ⇒ ≥ ⇒ − + − ≥ ⇒ ≤ ≤ ⇒ =

2
251 1 5 4 0 1 4 1 4

4

y شامل چند عدد صحیح نمی‏باشد؟ x= − − −1 3 2 * مثال 23: دامنه تابع 
4( بی‏شمار 	6 )3 	3 )2 	2 )1

حل: گزینه 3 صحیح است.
x x

x x x , x ) (

x x x ) (

− − − ≥ ⇒ − − ≥

 − − ≥ ⇒ − ≥ ⇒ − ≥ − ≤ −⇒ 
− − ≤ − ⇒ − ≤ + ⇒ − ≤ − ≤

1 3 2 0 1 3 2

1 3 2 1 5 1 5 1 5 1
1 3 2 1 1 1 1 1 2

)1( : 
( )
( ) f

: x , x
, D ) , ] [ , ] [ , (

: x

 ≥ ≤ − ⇒ = −∞ − +∞
≤ ≤

1 6 4
4 0 2 6

2 0 2
 

} یعنی شامل 6 عضو نمی‏باشد. , , , , , }− − −3 2 1 3 4 5 بنابراین دامنه تابع شامل اعداد صحیح 

x)x را به‏دست آورید. (
y

x x
−

=
+

2 1 * مثال 24: تمام دامنه تابع 

x)x ( x− ≥ ⇒ ≥2 1 0 x یا  اي1 ,| x | x x− ≤ ≤ + > ⇒ > →1 0 0 0 fx  كارتشا D [ , (≥ ⇒ = +∞1 اشتراک1
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xf را به‏دست آورید. )x(
[x]

−=
−

24
1

* مثال 25: دامنه تابع 

 

( )
( ) f

: x x x x
D [ , ( { }

: [x] [x] x [ , (

− ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≤ ⇒ − ≤ ≤  = −
− ≠ ⇒ ≠ ⇒ ∉ 

2 21 4 0 4 2 2 2
2 1 2

2 1 0 1 1 2


(Log را به‏دست آورید. x x(
f )x(

[x]
− −

=
+

21 4 6
1

* مثال 26: دامنه تابع با ضابطه 
)1( : [x] [x] x [ , (+ ≠ ⇒ ≠ − ⇒ ∉ −1 0 1 10

)2( : x x x) x ( x , x− > ⇒ − > ⇒ < >2 34 6 0 4 6 0 0
2

) ( Log) x x( Log) x x( Log Log) x x(− − ≥ ⇒ ≥ − ⇒ ≥ −2 2 23 1 4 6 0 1 4 6 10 4 6

x x x⇒ − − ≤ ⇒ − ≤ ≤2 54 6 10 0 1
2

( است. , ]3 5
2 2

با توجه به شکل اشتراک 3 قسمت 

روش‌های یافتن برد: 
به طور کلی نمی‌توان روش خاصی را به عنوان محاسبه برد مطرح کرد ولی دقت به نکات زیر در محاسبه برد، کمک خواهد کرد.

y را بسازید و برای آن کران پیدا کنید. f )x(= الف( سعی کنید ضابطه تابع 

a استفاده کنید. a)x ax )x ( (+ = + −
2

2 2
2 4

ب( سعی کنید از روابط جبری مثل

ج( دامنه تابع معکوس= برد تابع اولیه، پس با یافتن تابع معکوس، می‌توان دامنه آن را به عنوان برد تابع اولیه ارائه داد.

a می‏گیریم. اگر مبنا کوچکتر از 1 باشد  u ابتدا برد u را پیدا نموده و سپس از طرفین آن لگاریتم در مبنای 
ay Log=   برای تعیین برد 

جهت نامساوی را عوض می‏کنیم.

x( را به‏دست آورید. x (
/y Log − +=

2 2 11
0 1 * مثال 27: برد تابع 

x x )x (− + − + ≥2 22 11 1 10 	 لماك عبرم10 		  حل:
از طرفین در مبنای 0/1 لگاریتم می‏گیریم و جهت نامساوی عوض می‏شود.

)x x (
//Log Log y R ) , ]− + ≤ = − ⇒ ≤ − ⇒ = −∞ −

2 2 11 10
0 10 1 1 1 1

. x
x

+ ≤ −1 2 x آنگاه  <0 x و برای 
x

+ ≥1 2 x آنگاه  >0   برای 

مربع کامل
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xy را به‏دست آورید.
x
+=

2 1 * مثال 28: برد 

xy x , if x x : if x x
x x x x

R ) , ] [ , (

+= = + > ⇒ + ≥ < ⇒ + ≤ − ⇒

= −∞ − +∞

2 1 1 1 10 2 0 2

2 2

	 حل:

x مرتب می‏کنیم و در نهایت  ax ابتدا روش طرفین وسطین را به کار برده و رابطه را نسبت به  bx cy
a x b x c

+ +=
′ ′ ′+ +

2

2  برای تعیین برد 
. ∆ باید 0≤

xy را به‏دست آورید.
x

=
+2

5
1

* مثال 29: برد تابع 

xy yx x y y y y
x

∆≥ −= ⇒ − + = → − ≥ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ≤
+

02 2 2
2
5 25 5 55 0 25 4 0

4 2 21
	 حل:

xy را به‏دست آورید.
x

−=
+

2

2
1
1

* مثال 30: برد تابع 

yxy y yx x x )y ( y x
yx

yx y
y

−−= ⇒ + = − ⇒ + = − ⇒ =
++

−≥ ⇒ ≥ ⇒ − < ≤
+

2
2 2 2 2

2

2

11 1 1 1
11

10 0 1 1
1

	 	 حل:

y را به‏دست آورید. x
x

= + +
+
15
3

* مثال 31: برد تابع 
حل: 

f

x xy x x x yx y x ) y(x ) y(
x x
) y( ) y( y y R R ) , (

+ += + + = ⇒ + + = + ⇒ + − + − =
+ +

∆ ≥ ⇒ − − − ≥ ⇒ − ≥ ⇒ = −

2
2 2

2 2

1 8 165 8 16 3 8 16 3 0
3 3

0 8 4 16 3 0 4 0 0 4  

a a[ , ]−
2 2

axy همواره برابر است با: 
x

=
+2 1

  برد تابع 

x را به‏دست آورید.
y

x
=

+2 1
* مثال 32: برد تابع 

حل:

x برابر می‏شود با:
x +2 1

fR بنابراین برد  [ , ]= − 1 1
2 2

a است داریم:  =1 xy چون 
x

=
+2 1

. از طرفی برای  x
x

≥
+2 0
1

می‏دانیم که 

[ , ]10
2

 

xy را به‏دست آورید. x [ ]= + −2 4
4

* مثال 33: برد تابع 
حل:

x x x x x x x xy ) [ ]( ; [ ] ) [ ]( ) [ ]( y= + − ≤ − < ⇒ ≤ − < ⇒ ≤ − < ⇒ ≤ <2 4 0 1 0 4 4 0 4 2 2 4
4 4 4 4 4 4 4 4
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xf را به‏دست آورید. )x(
x

 +=  
+ 

2

2
3 2

1
* مثال 34: برد تابع 

f

x ; x x
x x x

[ ] R { }
x x x

+ = − ≥ ⇒ + ≥ ⇒ < ≤
+ + +

−⇒ − ≤ < ⇒ ≤ − < ⇒ − = ⇒ =
+ + +

2
2 2

2 2 2

2 2 2

3 2 1 13 0 1 1 0 1
1 1 1

1 1 11 0 2 3 3 3 2 2
1 1 1

	 حل:

( را به‏دست آورید. x x (y Log −=
28

2 * مثال 35: برد تابع 

x x )x x( )x ( ; )x (

)x ( )x (

− = − − = − − − ≥

⇒ − ∞ < − − ≤ ⇒ − ∞ < − − ≤

2 2 2 2

2 2

8 8 16 4 4 0
4 0 16 4 16

	 	 حل:

چون لگاریتم تابعی صعودی است )مبنا 2 می‏باشد( داریم:
x x x x)x ( Log Log Log− −−∞ < − − ≤ ⇒ ≤ ≤ = ⇒ ≤ ≤

2 22 8 16 8
2 2 216 4 16 0 4 0 2

y را به‏دست آورید. x x= − 24 * مثال 36: برد تابع 

x sin y sin sin sin cos sin
sin sin y

x x y) ( R [ , ]

= θ ⇒ = θ× − θ = θ× θ = θ
− ≤ θ ≤ ⇒ − ≤ θ ≤ ⇒ − ≤ ≤

− = ⇒ = ± ⇒ ± = ⇒ = −

2

2

2 2 4 4 2 2 2 2
1 2 1 2 2 2 2 2 2

4 0 2 2 0 2 2 	

	 حل:

y را به‏دست آورید. x x= + − 24 * مثال 37: برد تابع 

x x y) ( , y) (

x sin y sin cos sin cos

− = ⇒ = ± ⇒ = − = −

= θ ⇒ = θ + θ ⇒ − ≤ θ + θ ≤

24 0 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

	 حل:

. R [ , ]= −2 2 2 y شود بنابراین  = −2 2 اما نمی‏توان x را طوری پیدا کرد که 

y )یادآوری(  ax bx c= + +2  تابع درجه دو 

 b ac∆ = −2 4 y را در نظر بگیرید. قرار دهید  ax bx c= + +2 تابع 

b می‌باشد و تعیین علامت آن به‌صورت زیر است:
a

− ± ∆
2

∆ آنگاه y دارای دو ریشه  >0 الف( اگر 

b است. y به ازای سایر مقادیر x، همواره موافق علامت a است.
a

−
2

∆ آنگاه y دارای ریشه مضاعف  =0 ب( اگر 

∆ آنگاه y ریشه حقیقی ندارد و علامت y همواره موافق علامت a است. ج( اگر 0>
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 cx .x
a

=1 2 bx و  x
a

−+ =1 2 x باشد آنگاه: ,x2 1 y دارای ریشه‌های  ax bx c= + +2  الف( اگر 
c می‌باشد.

a
a حتما یکی از ریشه‌‌ها عدد یک و ریشه دیگر  b c+ + =0  ، y ax bx c= + +2       ب( اگر در 

، نمودار سهمی رو به بالا )محدب( و دارای  a >0 f دارای دامنه R است و نمودار آن به فرم سهمی است. اگر  )x( : ax bx c+ +2   تابع 

b[f است. , (
a

−  +∞ 
 2

b می‌باشد که در این حالت برد تابع  b) (,f ) (
a a

− − 
 
 2 2

نقطه مینیمم 

به‌صورت  تابع  برد  حالت  این  در  که  است   b b) (,f ) (
a a

− − 
 
 2 2

ماکزیمم  نقطه  دارای  و  )مقعر(  پایین  به  رو  سهمی  نمودار   ، a <0 اگر 

b[f است. , (
a

−  +∞ 
 2

C کدام  x x= +92 92
1 2 ، در این صورت  B x x= +91 91

1 2  ، A x x= +90 90
1 2 x بوده و x+ + =2 2 3 0 x ریشه‌های معادله  ,x2 1 * مثال 38: اگر 

است؟                                                                                                               )کنکور کارشناسی ارشد- مهندسی عمران-سراسری(
حل: گزینه 2 صحیح است.

x  حال داریم: .x =1 2 3 x و  x+ = −1 2 2 x باشند، پس:  x+ + =2 2 3 0 x ریشه‌های  ,x2 1 فرض کنید

 
( )

( )
)x x ()x x ( x x x x x x )x x ( x x x x

)x x ()x x ( )x x ( x x x x ) (B C A C B A

+ + = + + + = + + + ⇒

+ + = + + + ⇒ − = + ⇒ = − −

91 91 92 92 91 91 92 92 90 90
1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1

91 91 92 92 90 90
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 3 2 3

 تساوی دو تابع 
g)x(,f را با هم مساوی گوییم هرگاه هر دو شرط زیر برقرار باشند: )x( دو تابع 

 ( )f )x( g xD D= 1- دامنه آن‌ها باهم برابر باشند:
 x D : f )x( g)x(∀ ∈ = 2- ضابطه آن‌ها با هم برابر باشند:

با کدام ضابطه‌ها با یکدیگر برابرند؟ g)x(,f )x( * مثال 39: دو تابع 

 ( )g)x( x f )x( x= =
2

 )2 	 xg)x( f )x(
x

= =1 )1

 x | x | x | x |g)x( f )x( x+ −   = + =   
   

2 2
2

2 2
)4 	 xg)x( log x f )x( log= =

2
2 )3

حل: گزینه 4 صحیح است.

g پس شرط تساوی دامنه‌ها برقرار نیست لذا f با g مساوی نیست. fD R { }, D R= − =0 در گزینه 1،

g پس f با g برابر نیست. fD R { }, D R+= ∪ =0 در گزینه 2: 

gD برابر نیست پس f با g مساوی نیست. fD با  gD و چون  R+= fD ولی R { }= − 0 در گزینه 3،
f داریم: gD D R= = در گزینه 4: 

 
| x | xx x | x | | x | x x | x | | x | x | x | xg)x( x

=+ + − + += + = =
2 22 2 2 2 2 2 2

22 2 2 2 4
4 4 4 4
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، چون هم ضابطه‌ها و هم دامنه‌ها باهم برابرند. f )x( g)x(= پس 

 ترکیب توابع 
)fog)x نمایش  f )g)x((= g را به صورت  f

fog
)A B C(→ →


 gو f در نظر بگیرید. ترکیب gD fD و  توابع )x(f و )g)x  را با دامنه‌های 
می‌دهیم که دامنه آن برابر است با:

fog)x( g fD {x D ,g)x( D }= ∈ ∈

fogD این است که از اولین مرحله‌ای که از f یا g خارج می‌شویم، پیش از هرگونه ساده کردنی، دامنه توابع مشاهده شده    راه یافتن تستی 
را بیابیم و از آن‌ها اشتراک بگیریم.

)fog)x و دامنه آن را بیابید. ، ضابطه  xg)x(
x

−=
+
2
2

f و  )x(
x

=
−
1
3

* مثال 40: اگر 
حل:

( ) xfog)x( f g)x( x x xg)x( x
x x

+= = = = =
− − − −− − −−
+ +

1 1 1 2
2 2 3 63 2 83
2 2

g پس: fD R { }, D R { }= − − = −2 3 چون 

 fog g f
xD {x D : g D } {x , } {x ,x } R { , }
x

−= ∈ ∈ = ≠ − ≠ = ≠ − ≠ = − − −
+
22 3 2 4 2 4
2

) تشــکیل دهیــد و هیچ‌گونــه عمــل ساده‌ســازی  )f g)x( x
x

=
− −
+

1
2 3
2

، ابتــدا fog را بــه صــورت fogD دقــت کنیــد بــرای یافتــن راه تســتی 

x مخالــف صفــر باشــد 
x

−
+
2
2

x در کســر  + 2 انجــام ندهیــد. چــون دو کســر می‌بینیــم مخرج‌هــای هیچ‌کــدام نبایــد صفــر شــوند، یعنــی مخــرج 

 x
x

− − ≠
+
2 3 0
2

 مخالــف صفــر باشــد یعنــی )2(
x
x

− −
+

1
2 3
2

( و مخــرج x + ≠2 )پــس )1( 0

پس داریم:
( )x x

x , R { }x) ( x
x

+ ≠ → ≠ −
⇒ ≠ − − ⇒ − − −− − ≠ → ≠ −

+

1 2 0 2
2 4 2 422 3 0 4

2

 توابع زوج و فرد 
y را یک تابع زوج گویند هرگاه هردو شرط زیر برقرار باشد: f )x(= تابع 

 f fx D x D∀ ∈ ⇒ − ∈ 		 1( دامنه f(x) متقارن باشد یعنی:
 fx D : f ) x( f )x(∀ ∈ − =  )2

y را یک تابع فرد گویند هرگاه دو شرط زیر برقرار باشد: f )x(= تابع 
1( دامنه f(x) متقارن باشد

fx D : f ) x( f )x(∀ ∈ − = −  )2
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  الف( اگر f تابعی زوج باشد محور yها محور تقارن است و اگر f(x) تابعی فرد باشد مبدأ مختصات مرکز تقارن آن می‌باشد.
      ب( زوج و فرد بودن توابع مثل زوج و فرد بودن اعداد نیست یعنی یک تابع می‌تواند هم زوج باشد و هم فرد یا نه زوج باشد و نه فرد و یا 

اینکه فقط زوج باشد و یا فقط فرد.

 f ) ( =0 fD∈0 آنگاه 0  اگر f(x) تابعی فرد و 

 یک تابع را می‏توان به صورت مجموعی از یک تابع زوج و یک تابع فرد نوشت:
f )x( )f )x( f ) x(( )f )x( f ) x((= + − + − −1 1

2 2
 درف تمسق جوز تمسق

 

. a b=2 f تابعی فرد باشد باید  )x( Log)ax bx (= + +2 1   برای آنکه 

اثبات:
f ) x( f )x( f )x( f ) x(

Log)ax bx ( Log) ax bx (

Log) bx ax() bx ax( Log bx a x

x )b a ( a b

− = − ⇒ + − =

⇒ + + + − + + =

⇒ + + + − = ⇒ + − =

⇒ − = ⇒ =

2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

0

1 1 0

1 1 1 1 1
0

f هم زوج و هم فرد است. )x( =0 f با ضابطه    تابع 

xf را از نظر زوج یا فرد بودن بررسی کنید. )x( [ ]
x

=
+

2

2 1
* مثال 41: تابع 

x xx x [ ]
x x

< + ⇒ < < ⇒ = ⇒
+ +

2 2
2 2

2 21 0 1 0
1 1

هم زوج و هم فرد حل:	

a کدام است؟ ) فرد باشد،  ) [ ]f x a x= +1 x و  Z∉ * مثال 42: اگر تابع 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ] [ ] [ ] [ ]( )
[ ] [ ] ( )

f x f x f x f x a x a x a x x

x R Z x x a a

− = − → + − = → + + − + = → + − + =

∈ − → + − = − → − + = → =

0 1 1 0 2 0

1 1 2 0 2

	 حل:

) را بررسی کنید. ) { }f x max sin x, sin x= − * مثال 43: فرد یا زوج بودن تابع 
Min دو مقدار داریم: Max و  حل: برای 

{ } { }a b a ba b a bmax a,b ; min a,b
− −+ += + = −

2 2 2 2
پس:

( ) { }f x max sin x, sin x sin x→ = − = → زوج

قسمت زوجقسمت فرد
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 x = a y منحنی تغییر نکند. خط  y→ β −2 x و  x→ a −2 ) است هرگاه با تبدیل  )f x ) مرکز تقارن منحنی  ),a β   نقطه 
y  محور تقارن است هرگاه با تبدیل  = β x معادله منحنی تغییر نکند. همچنین خط  x→ a −2 محور تقارن منحنی است هرگاه با تبدیل 

yβ ضابطه تابع تغییر نکند. −2 y به 

y محور تقارن است هرگاه در ضابطه تابع، اگر به‌جای تمام yها x و به‌جای تمام xها y قرار دهیم ضابطه تابع تغییر نکند یعنی  x=  خط 
 f )x, y( f ) y, x(= − − y محور تقارن تابع است هرگاه x= − f و خط  )x, y( f )y,x(=

)MBA کنکور کارشناسی ارشد-سراسری( f نسبت به کدام خط متقارن است؟ � )x( x x= − +3 3 2 * مثال 44: نمودار تابع 
 y x=  )4 	 x =1 )3 	 x = −1  )2 	 x = 2  )1

حل: گزینه 2 صحیح است.
x محور تقارن باشد به‌جای x قرار  = −1 xa و ضابطه نباید تغییر کند. پس اگر  −2 x محور تقارن باشد آنگاه به‌جای x قرار دهید  = a اگر 

−x پس: −2 می‌دهیم 
 f ) x( x x x ) x ( x x f )x(− − = − − − − − + = − + − − = − + =3 33 3 3 32 2 2 2 2 2

x محور تقارن است. = −1 پس 

 تابع پوشا، تابع یک‌به‌یک و تابع معکوس 
fR یعنی هر خط موازی محور xها، نمودار تابع را در حداقل یک نقطه قطع کند. R= f پوشا است هرگاه  : R R→ تعریف تابع پوشا: تابع 

تابع یک به یک
f را یک به یک گویند هرگاه هیچ دو زوج مرتب متفاوتی دارای مولفه دوم یکسان نباشند. از نظر هندسی هرگاه خطی موازی محور x ها رسم  تابع

کنیم تابع را در بیش از یک نقطه قطع نکند.
از نظر قانون ریاضی تابعی را یک به یک گویند هرگاه به ازای هر y حداکثر یک مقدار برای x به‏دست آید.

f )x ( f )x ( x x= ⇒ =1 2 1 2

  توابع زوج و ثابت یک به یک نیستند.

y یک به یک نمی‏باشند. [f )x(]=   تابع 

  توابع اکیداً صعودی یا اکیداً نزولی )اکیداً یکنوا( یک به یک می‏باشند.

تابع معکوس
f نشان می‏دهند. −1 f را با  )fog)x معکوس تابع  gof )x( x= = f گویند هرگاه  g را معکوس f تابعی یک به یک باشد اگر

f )f )x(( f )f )x(( x− −= =1 1

)b,a( و برعکس. f −∈ 1 )a,b( آنگاه  f∈   اگر 
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y متقارن می‏باشند. x= f نسبت به خط  f و 1−  نمودار تابع 

  دامنه تابع معکوس همان برد تابع f خواهد بود.

  در بحث ترکیب توابع داریم:
)fog( )x( g )f )x((− − −=1 1 1

  معکوس تابعی فرد یک تابع فرد است.

قضیه: تابع f معکوس‌پذیر است اگر و تنها اگر یک‌به‌یک باشد.

a آنگاه: d+ =0 ax اگر  bf )x(
cx d

+=
+

  در تابع 
f )x( f )x( f )f )x(( x−= ⇒ =1

، x را برحسب y حل کرده سپس با تغییر نام جای x و y را عوض می‏کنیم. y f )x(=   برای یافتن تابع معکوس از تابع 

xf از نظر یک به یک و پوشا بودن چگونه است؟ )x(
x

=
+

3

2 4
f با ضابطه  : R R→ * مثال 45: تابع 

x )x ( x)x ( x xf )x(
)x ( )x (

+ − +′ = = > ⇒ ⇒
+ +

2 2 3 4 2

2 2 2 2
3 4 2 12 0

4 4
	 یک به یک است ديكا يدوعص حل:

x x
lim f )x( ; lim f )x(
→+∞ →−∞

= +∞ = −∞ ⇒ برد f برابر R است. ⇒  پوشا است.

y را به‏دست آورید. x x= +1 * مثال 46: ضابطه معکوس 

f fD : x , R : y ; y x x y x x )y ( x

x )y ( f )x( )x ( , x−

≥ ≥ = + ⇒ − = ⇒ − =

⇒ = − ⇒ = − ≥

2 3

2 1 23 3

0 1 1 1 1

1 1 1

	 حل:

y معکوس‏پذیر باشد، منحنی معکوس آن از کدام نقطه می‏گذرد؟ x ax a= + + −3 2 3 * مثال 47: اگر تابع 
) , (5 2  )4 	) , (4 3  )3 	) , (3 4  )2 	) , (2 5  )1

حل: گزینه 4 صحیح است.

y می‏دانیم که: x ax′ = +23 2 تابع پیوسته و معکوس‏پذیر است. بنابراین اکیداً یکنواست. پس 
a ,

y ax bx c
a ,

> ∆ ≤= + +  < ∆ ≤

2 0 0
0 0

 تبثم هراومه
 يفنم هراومه

پس:

صعودی اکید

همواره مثبت
همواره منفی
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a a y x ) , ( f ) , ( f −∆ ≤ ⇒ ≤ ⇒ = ⇒ = − ⇒ ∈ ⇒ ∈2 3 10 4 0 0 3 2 5 5 2

)g)x را به‏دست آورید. f ) (
x

= + 11 ، معکوس تابع  f )x( x x− = +1 3 * مثال 48: هرگاه 

y f ) ( f )y( f )y( x ; f )y( y y
x x x f )y(

x g )x(
y y x x

− − −
−

−

= + ⇒ + = ⇒ = − ⇒ = = +
−

⇒ = ⇒ =
+ − + −

1 1 1 3
1

1
3 3

1 1 1 11 1 1
1

1 1
1 1

	 حل:

xy را به‏دست آورید. Ln
x

+=
−
1
1

* مثال 49: معکوس تابع 
y y y y y

y x

y x

x xy Ln e xe e x x)e ( e
x x

e ex f )x(
e e

−

+ += ⇒ = ⇒ − = + ⇒ − = +
− −

+ +⇒ = ⇒ =
− −

1

1 1 1 1 1
1 1

1 1
1 1

	 حل:

f محور y ها را با کدام عرض قطع می‏کند؟ f نمودار 1− )x( x
x

= − 1 x و  >0 * مثال 50: اگر 
حل:

,a( در نتیجه: ( f∈0 ( بنابراین  ,a( f −∈ 10 f محور y ها را با عرض a قطع کند در این صورت  فرض کنیم 1−

af )a( a a a a
a

>= ⇒ − = ⇒ = ⇒ = ± → = +0210 0 1 1 1

a بیابیم. f )x(= f را بخواهند کافی است x را از رابطه  )a(−1 y داده شده باشد و مقدار  f )x(=   اگر ضابطه 

f کدام است؟ ) (−1 2 xf باشد آنگاه  )x( Ln
x
+= 1 * مثال 51: اگر 

 
e −2

1
1

 )4 	 e −2 1  )3 	 Ln 3
2

 )2 	 Ln 2
3

 )1

حل: گزینه 4 صحیح است.

 
( )x x xLn Lne Ln e xe x x e x

x x x e
+ + += ⇒ = ⇒ = ⇒ = + → − = ⇒ =

−
2 2 2 2

2
1 1 1 12 1 1 1

1

f کدام است؟ )x(−1 f باشد ضابطه  )x( x x x= − + >2 2 4 * مثال 52: اگر 1

x− + −1 3  )4 	 x± −1 3  )3 	 x+ −1 3  )2 	 x+ +1 3  )1
حل: گزینه 2 صحیح است.

روش اول:

( ) ( )y x x x x x y x

y x x y f )x( x−

= − + = − + + = − + ⇒ − = −

± − = − → = ± − → = ± −

2 22 2

1

2 4 2 1 3 1 3 3 1

3 1 1 3 1 3

+x است. −1 3 x پس علامت منفی قابل قبول نیست و ضابطه تابع معکوس  چون 1<
روش دوم: )تستی(

) باشد که در گزینه‌ها فقط  ), f −∈ 14 2 ) لذا باید  ), f∈2 4 f پس  ) ( ) (= − + =22 2 2 2 4 x داریم4 = 2 اگر در ضابطه داده شده قرار دهیم 
گزینه 2 می‌باشد که اگر به‌جای x مقدار 4 گذاشته شود حاصل 2 است.
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بع
تا

 توابع مثلثاتی 
با توجه به شكل نشان داده شده توابع مثلثاتي به صورت زير تعريف خواهند شد.

                                             

y xsin , cos
r r
y xtan , cot
x y

csc , sec
sin cos

θ = θ =

θ = θ =

θ = θ =
θ θ

1 1

 
روابط مثلثاتي پر كاربرد و مهم

 

( sin cos ( sin sin cos
cos cos( sin ( cos

( tan sec k ( cot csc k
cos sin

( cos sin cos cos sin ( sin sin sin

( cos cos cos

a + a = a = a a
− a + aa = a =

π+ a = = a a ≠ π + + a = = a a ≠ π
a a

a − a = a = a − = − a a = a − a

a = a − a

2 2

2 2

2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 3

3

1 1 2 2 2
1 2 1 23 4

2 2
1 15 1 6 1

2
7 2 2 1 1 2 8 3 3 4
9 3 4 3

روابط مجموع و تفاضل دو زاويه
 (sin) ( sin cos cos sin ( cos) ( cos cos sin sina ± β = a β ± a β a ± β = a β a β1 2 

 tan tan( tan) (
tan tan
a ± βa ± β =

a β
3

1

فرمول‌هاي تبديل جمع به ضرب

 

( sin sin sin cos ( sin sin cos sin

( cos cos cos cos ( cos cos sin sin

sin) ( sin) (( tan tan ( tan tan
cos cos cos cos
sin) (( cot cot
sin sin

a + β a − β a + β a − βa + β = a − β =

a + β a − β a + β a − βa + β = a − β = −

a + β a − βa + β = a − β =
a β a β
a + βa + β =
a β

1 2 2 2
2 2 2 2

3 2 4 2
2 2 2 2

5 6

7

فرمول‌هاي تبديل ضرب به جمع

(sin cos [sin) ( sin) (] (cos cos [cos) ( cos) (]a β = a + β + a − β a β = a + β + a − β1 11 2
2 2

(sin sin [cos) ( cos) (]a β = a − β − a + β13
2
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روابط مثلثاتي دو برابر زاويه
tan cot tan( tan ( cot ( sin

cottan tan
tan( cos ( tan cot ( cot tan cot

sintan

a a − aa = a = a =
a− a + a

− aa = a + a = a − a = a
a+ a

2

2 2

2

2

2 1 21 2 2 2 3 2
21 1

1 24 2 5 6 2 2
21

 واحد زاویه‌ها برحسب رادیان مطرح می‌گردد. اگر یک زاویه برحسب درجه مقدار برابر D و برحسب رادیان مقداری برابر R داشته باشد آنگاه 
π رادیان را در نظر بگیرید. = °180 D برای اینکه این رابطه را در ذهن خوب بسپارید کافی است  R=

π180

  مقدار نسبت‌های مثلثاتی برای زوایای معروف به‌صورت زیر است:

° = π360 2π° = 3270
2° = π180

π° =90
2

π° =60
3

π° =45
4

π° =30
6

زاویه0

0-1013
2

2
2

1
2

0sin θ

10-101
2

2
2

3
2

1cosθ

313تعریف نشده0تعریف نشده0
3

0tan θ

03تعریف نشده0تعریف نشده
3

13
تعریــف 
ــده cotنش gθ

همچنین می‌توان با استفاده از جدول زیر سایر زوایایی که قابل تبدیل به زوایای جدول فوق هستند را یافت.

π − θ2π + θ2−θπ + θπ − θπ + θ
2

π − θ
2

زاویه

sin− θsin θsin− θsin− θsin θcosθcosθsin
cosθcosθcosθcos− θcos− θsin− θsin θcos
tan− θtan θtan− θtan θtan− θcot g− θcot gθtan

cot g− θcot gθcot g− θcot gθcot g− θtan− θtan θcotg

* مثال 53: حاصل نسبت‌های مثلثاتی زیر را بیابید.
 tan) (°225 ب(  			   cos) (°120 الف( 

حل:
الف(

 
cos) ( cos sinπ π π   ° = + = − = −   

   
1120

2 6 6 2
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