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  سخن ناشر 

 «ن والقلم و ما یسطرون»

 کلمه نزد خدا بود و خدا آن را با قلم بر ما نازل کرد.

اتید به پاس تشکر از چنین موهبت الهی، موسسه ماهان درصدد برآمده است تا در راستای انتقال دانش و مفاهیم با کمک اس

مجرب و مجموعه کتب آموزشی خود برای شما داوطلبان ادامه تحصیل در مقطع کارشناسی ارشد گام موثری بردارد. امید 

 های بلند فردای شما باشد. گذار گامهای خدمتگزاران شما در این موسسه پایهاست تلاش

اند. ارشناسی ارشد سراسری و آزاد تالیف شدهمنظور استفاده داوطلبان کنکور کهای کمک آموزشی ماهان بهمجموعه کتاب

های متعدد در گیری از تجربه اساتید بزرگ و کتب معتبر داوطلبان را از مطالعه کتابایم با بهرهها سعی کردهدر این کتاب

 نیاز کنیم. هر درس بی

روزرسانی تالیفات ماهان و بهتولید وسیله از مجموعه اساتید، مولفان و همکاران محترم خانواده بزرگ ماهان که در بدین

 نماییم. اند، صمیمانه تقدیر و تشکر میموثری داشته نقش

توانند هرگونه انتقاد و پیشنهاد درخصوص تالیفات ماهان را از طریق سایت ماهان به دانشجویان عزیز و اساتید محترم می

 با ما در میان بگذارند. mahan.ac.irآدرس 

 

 آزاد ماهانموسسه آموزش عالی 
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 مطالب فهرست

 صفحه عنوان

 

 5 --------------------------------------------------------------------------------- اعداد -فصل اول

 03 ------------------------------------------------------------------------------ جبر بول -فصل دوم 

 55 ---------------------------------------------- ها و کامل بودن، مدارات دو سطحیخواص گیت -فصل سوم 

 27 ---------------------------------------------------------------------------- مخاطره   -فصل چهارم 

 27 ------------------------------------------------------------------------ مدارات ترکیبی -فصل پنجم

 732 ----------------------------------------- رمزگشا و رمزگذار و مالتی پلکسر و دی مالتی پلکسر -فصل ششم

 774 ---------------------------------------------------------------------- ریزقطعات برنامه –فصل هفتم 

 777 ---------------------------------------------------------------------- لچ و فلیپ فلاپ -فصل هشتم

 743 -------------------------------------------------- تحلیل مدارات ترتیبی سنکرون، میلی و مور -فصل نهم

 741 ----------------------------------------------------------- طراحی مدارات ترتیبی سنکرون -فصل دهم

 757 ----------------------------------------------------------------------- شمارنده و ثبات-فصل یازدهم

 713 -------------------------------------------------------- هافلیپ فلاپ پارامترهای زمانی -فصل دوازدهم 

 710 --------------------------------------------------------------------------- وریلاگ -فصل سیزدهم 

 715 ----------------------------------------------------------------- 7430سوالات کنکور سراسری سال 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اعداد
 

 

 

 

 

  

اول فصل  



 

 اعداد

 مبناها -۱

از ده نشتانه یتا    (decimal)سر و کار دارند که به خاطر تعداد انگشتان دو دستت استت. در مبنتای ده    10ها با مبنایآدم

 باشتند. کامییوترهتا بته   متی  9,8,7,6,5,4,3,2,1,0ها به انگلیستی ن نشانهشود. ایبرای نمایش اعداد استفاده می (digit)رقم

کننتد. در  استتفاده متی  (binary)خاطر استفاده از ترانزیستور که دو حالت روشن و خاموش یا بتاز و بستته دارد از مبنتای دو   

binary)کتته بیتتت  1و 0از ارقتتام 2مبنتتای digit:bit)  بتته طتتور کلتتی در مبنتتای  شتتود. نتتام دارنتتد استتتفاده متتیr  از

rارقام 1,...,1,0 8کنیم. مثلاً در مبنایاستفاده می (octal) 16شتود و در مبنتای  استفاده می 7,6,5,4,3,2,1,0از ارقام 

(hexadecimal) از ارقامF,E,D,C,B,A,9,8,7,6,5,4,3,2,1,0  شتود کته  استفاده متیA  تتاF   15تتا  10بته ترتیتب 

 کنیم.و بالعکس تبدیل کرد که در ادامه بررسی می 10توان اعداد را از یک مبنای دیگر به مبنایهستند. می

   10تبدیل به مبنای -2

دهتیم  ( به هر رقم یک ارزش نسبت میvalue)یا به عبارتی یافتن ارزش یا 10به مبنای rبرای تبدیل یک عدد از مبنای

 کنیم.دست آمده را جمع میکنیم و مقادیر به و سیس هر رقم را در ارزش آن ضرب می

nبه صورت rدر مبنای aشکل کلی عدد 1 n 2 1 0 1 2 m ra (a a ...a a .a a ...a )     باشتد کته  میn 1 1 0a ,...,a ,a   ارقتام

mصحیح و 2 1a ,...,a ,a   ارقام اعشار هستند نقطه(point) دهتیم. ارزش  نیز نشتان متی   /نیز ممیز است که در فارسی با

1یا 1rبرابر 1aباشد یا ارزش رقممی 1یا 0rبرابر 0aباشد مثلاً ارزشمی irبرابر iaرقم
r

 باشد.می 

 برابر است با: 10در مبنای aیا عدد aپس ارزش

 n 1 n 2 0 1 m
10 n 1 n 2 0 1 mval(a) (a) a r a r a r a r a   

                 

 توان به صورت بسته سیگما نشان داد:که می

 
n 1 k

kk m
val(a) a (r)




  

 زیر توجه کنید:به تبدیل مبناهای 
2 1 0 1

16 hex 10(2AF.4) (2AF.4) 2 16 10 16 15 16 4 16 (687.25)          

 2 1 0
20 10(BAG) 11 20 10 20 16 20 (4616)       

5 4 3 2 1 0 1 2 3
2(1011001.101) 1 2 0 2 1 2 1 2 0 2 0 2 1 2 1 2 0 2 1 2                      62 5 4 3 2 1 0 1 2 3
2(1011001.101) 1 2 0 2 1 2 1 2 0 2 0 2 1 2 1 2 0 2 1 2                       

 6 4 3 0
10

1 1
2 2 2 2 (89.625)

2 8
       
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چاه   10چه شکلی است و چه مقداری دارد یعنی در مبناای  rرقمی در مبنای nبزرگترین عدد صحیح مثال:

 مقداری دارد؟

rرقم nبزرگترین عدد شامل حل: 1 3999رین عتدد رقتم بزرگتت   3بتا  10است. مثلاً در مبنای 10 1     استت یتا در

3رقتتتم 3بزرگتتتترین عتتتدد بتتتا 2مبنتتتای
2(111) 2 1  باشتتتد. بزرگتتتترین عتتتددمتتتیn رقمتتتی در مبنتتتایr  بتتته

شکل
  

n)r(

r))r)...(r)(r((

1رقمِ

111



 باشد که مقدار این عدد برابر است با:  می 

   n 1 n 2 0 n 1 n 2 0(r 1) r (r 1) r (r 1) r (r 1) r r r                   
                                                                    

 
n

nr 1
(r 1) r 1

r 1


    


  

42باشد و برابرمی (1111)2به شکل 2رقمی مبنای 4مثلاً بزرگترین عدد  1 15  باشد.می 

 توجه

تصاعد هندسی یا سری هندسی جمع تعدادی عدد است که هر عدد برابر عدد قبلی ضرب در یک مقدار ثابات  

جملااه بااه  nو تعااداد xقاادر نساابت ،aبااه اساام قاادر نساابت اساات. تصاااعد هندساای بااا جملااه اول  

2شکل n 1a ax ax ax     باشد و برابر بامی
na(x 1)

x 1




 است. 

xحال اگر 1  و تعداد جملات یعنتیn  نهایتت باشتد آنگتاه   بتیnx     کنتد و حاصتل ستری هندستی     بته صتفر میتل متی

2aنامتناهی ax ax   برابرa
1 x

 شود.می 

1مثلاً 1 1 1
1 2

2 4 8 1
1

2

     


   

 شود؟چه می 10چه شکلی است و در مبنای rرقمی در مبنای nبزرگترین اعشارمثال: 

rرقمِ nاین عدد شامل حل: 1 در سمت راست ممیز است یعنی به شکلr

(r 1) n

(0.(r 1)...(r 1))



  باشد که مقدار ایتن  می

n1عدد r کنیم:دست آمده را جمع میثبات، هر رقم را در ارزش آن ضرب کرده و مقادیر به است که برای ا 

 1 2 n 1 2 n(r 1) r (r 1) r (r 1) r (r 1)[r r r ]                    

 
1 n

n

1

r (1 r )
(r 1) 1 r

1 r

 





    


  

 به سایر مبناها 10تبدیل از مبنای -3

تقستیم   rقستمت را مجتدد بته   کنیم و خارجتقسیم می r، قسمت صحیح عدد را بهrبه مبنای 10برای تبدیل از مبنای

ستیس   قستمت صتفر شتود و   کنیم تا در نهایت خارجتقسیم می rدست آمده را بهقسمت به کنیم و به همین ترتیب خارجمی

ترین رقم حاصل است. قسمت اعشتار  مانده، با ارزشدهند طوری که آخرین باقیها، ارقام صحیح حاصل را تشکیل میماندهباقی

باشتد. حتال قستمت اعشتارِ     ترین رقم اعشتارِ عتدد حاصتل متی    ضرب، با ارزشکنیم و رقم صحیحِ حاصلضرب می rعدد را در

باشد و به همین ترتیب ضرب، دومین رقم اعشارِ عدد حاصل میکنیم و رقم صحیح حاصلضرب می rمجدد در ضرب راحاصل

داریم تا وقتی که قسمت اعشار صفر شود یا قستمت  ضرب را برمیکنیم و قسمت صحیح حاصلضرب می rقسمت اعشار را در

 دهیم.کرار برسد که با مثال نشان میاعشار به ت

 تبدیل کنید. 8را به مبنای (309.2)10عددمثال: 

Âwk¹À køI~U

 رقم
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قسمت صفر کنیم تا اینکه خارجتقسیم می 8ها را نیز بهقسمتتقسیم کرده، خارج 8را به 309قسمت صحیح یعنی حل:

 شود.

 

309 8

24 38 8

69 32 4 8

64 6 0 0

5 4

  

تبتدیل   10را بته مبنتای   (465)8باشد )برای آنکه مطمئن شوید که درست استت می (465)8پس قسمت صحیحِ حاصل

24کنید که 8 6 8 5 309     شود(.می 

کنیم تا وقتتی کته اعشتار    ضرب می 8ضرب کرده و قسمت اعشارِ حاصل را مجدد در 8را در 0.2حال قسمت اعشار یعنی

 صفر شود یا تکراری شود:

 

0.2 8 1.6

0.6 8 4.8

0.8 8 6.4

0.4 8 3.2

0.2 8

nHo§U

 

 

 

 



  

10پس 8(0.2) (0.14631463 ) گویند و شود که به آن متناوب مینهایت تکرار میدر قسمت اعشار تا بی 1463یعنی

 کشیم:گاهی برای نشان دادن تناوب، روی قسمت متناوب خط می

 10 8(309.2) (465.1463)  
 تقسیم کنید. 2را به مبنای (301.375)10عددمثال: 

ستیس   صتفر شتود   قستمت تقستیم کنتیم تتا ختارج     2هتا را مجتدد بته   قستمت تقسیم کرده، خارج 2را به 301باید حل:

، بهتتر  2کنیم، ولی این عمل زمانبر است. برای تبدیل قسمت صحیح بته مبنتای  هستند را یادداشت می 1یا 0ها کهماندهباقی

 یعنی: i2است اعداد به شکل
02 1،12 2،22 4،32 8،42 16،52 32،62 64،72 128،82 256،92 512،102 1024،

112 2048،122 4096،132 8192،142 16384،152 32768،162 65536   

نوشت و اگر چنتین کتاری کنیتد در     i2صورت مجموع برخی از اعدادِ توان بهو ... را حفظ باشید و هر عدد صحیحی را می

 اید.تبدیل کرده 2مبنای واقع به

301پس 256 32 8 4 1     8یا 5 3 2 0301 2 2 2 2 2     :بنابراین 

 2301 (100101101)  

8هایدر واقع در مکان 5 3 2 02 ,2 ,2 ,2 7هتای ، یک قرار دادیم و در مکان2, 6 4 12 ,2 ,2 دادیتم. بترای در     ، صتفر قترار  2,

تبتتتدیل کنیتتتد  10را بتتته مبنتتتای (100101101)2توانیتتتد بتتترعکس عمتتتل کنیتتتد و درستتتتی ایتتتن موضتتتوع متتتی 

8که 5 3 2 02 2 2 2 2 301     شود.می 

 دهیم:را انجام می 2برای تبدیل قسمت اعشار، عملیات ضرب در

 
1

2

3

0.375 2 0.75 a 0

0.75 2 1.5 a 1

0.5 2 1.0 a 1







   

   

   

  

10پس 2(0.375) (0.011) پذیر شد، بنابراین:که قسمت اعشار مختوم یا خاتمه 

 10 2(301.375) (100101101.011)  
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 مختوم است؟ 2در مبنای (0.875)10و (0.775)10و (0.15)10و (0.1)10کدامیک از اعدادمثال: 

شود که به این معنی است که حتماً صفر می 2ضرب در 5ضرب کنیم که صفر شود. فقط 2باید قسمت اعشار را در حل:

 باشد:متناوب می 0.1باشد بنابراین 5باید رقم سمت راست اعشار

 0.1 2 0.2 , 0.2 2 0.4 , 0.4 2 0.8 , 0.8 2 1.6 , 0.6 2 1.2 , 0.2 2:repeat            
 نیست. 5شود که حتماً مختوم نیست چون سمت راست آنمی 0.3ضرب کنیم 2را اگر در 0.15

0.55و 1.55شودمی 2ضرب در 0.775 2 1.1  مختوم است زیرا: 0.875پس مختوم نیست. اما 

 0.875 2 1.75 , 0.75 2 1.5 , 0.5 2 1.0       
 نکته

باشاد و در هار    5ترین رقم آنمختوم باشد باید سمت راست 16,8,4,2به مبنای 10از مبنایبرای آنکه عدد 

  باشد. 5مرحله نیز سمت راست آن

10عدد کسریمثال: 
23

( )
6

 تبدیل کنید. 2را به مبنای 

کنتیم  کنتیم یعنتی عتدد داده شتده را بته فترم مخلتو  تبتدیل متی         ابتدا قسمت صحیح و اعشار عدد را تفکیک متی  حل:

23که 5 5
3 3

6 6 6
   5قسمت  صحیح عدد و 3پس

6
باشد،  حال مثل قبل مت اعشار عدد میکه از یک کوچکتر است قس 

23کنیم کهعمل می (11) 5و
6

 کنیم:ضرب می 2را نیز در 

 

1

2

3

5 5 2
2 1 a 1

6 3 3

2 4 1
2 1 a 1

3 3 3

1 2
2 a 0

3 3

2
2

3

nHo§U







    

    

   



 

2پس
5

(0.110)
6
 م بعدی تکرار می شوند که اصطلاحاً به چنین حتالتی  شود ولی دو رقیعنی اولین رقم اعشار تکرار نمی

2متناوب مرکب گویند. در نتیجه:
23

(11.110)
6
  

 تبدیل مبناهای خاص -4

تبدیل کنیم ستیس نتیجته را بته     10تبدیل شود باید ابتدا عدد را به مبنای 6به مبنای 3برای آنکه عددی از مبنای مثلاً

 توان مستقیم به هم تبدیل کرد.تبدیل کنیم، ولی برخی مبناها را می 6مبنای

توان مستقیماً به هم تبدیل کرد و نیازی به مبنای واسطه را می irو rطور کلی مبناهای و بالعکس. به 8به 2مثلاً مبنای

 ندارد.

22و 2مثلاً مبناهای 432و 2، مبناهای 842و 2، مبناهای 1624و 4، مبناهای 16 23و 3، مبناهتای 9  را

 توان مستقیماً به هم تبدیل کرد.می

 کنیم.تبدیل می 2رقم در مبنای 3را به 8، هر رقم در مبنای2یبه مبنا 8برای تبدیل از مبنای

 دهند:جداول زیر تبدیل ارقام مبناهای معروف به یکدیگر را نشان می

  8مبنای  0  1  2  3  4  5  6  7

  2مبنای 000 001 010 011 100 101 110 111
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F E D C B A 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 16مبنای 

 2مبنای 0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111 1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111

 4مبنای 00 01 02 03 10 11 12 13 20 21 22 23 30 31 32 33

 

  9مبنای  0  1  2  3  4  5  6  7  8

  3مبنای  00  01  02  10  11  12  20  21  22

 

  4مبنای  0  1  2  3

  2مبنای 00 01 10 11

 به عنوان مثال به تبدیل مبناهای زیر توجه کنید:

 8 2(273.45) (010111011.100101)  

 2 4(AB4.F8) (1010 1011 0100.11111000) (22 2310.33 20)   

 9 3(4805) (11 22 00 12)  

تایی تقسیم کنیم و به ازای هر دسته، رقتم معتادل آن را   iهایباید ارقام را به دسته irبه rبرای تبدیل یک عدد از مبنای

تتایی  iهایحیح را از سمت راست و قسمت اعشار را از سمت چپ به دستهقرار دهیم. برای این منظور، قسمت ص irدر مبنای

 دهیم:رقم کمتر داشت، صفر قرار می iکنیم و اگر آخرین دسته ازتفکیک می
                                                                                                                                             

 2 2 88
001101(1101.1101) ( .110 100) (15.64)

ÁI¹L¶ ¾M

  

 4 4 1616
01 23 3(123.321) ( . 2 1 ) (1B.E4)0

ÁI¹L¶ ¾M

 

 3 3 99
02 10 1(21012.2) ( . ) (235.2 20 6)

ÁI¹L¶ ¾M

 

خب دوستان، امیدوارم تاکنون تبدیل مبنا را به درستی آموخته باشید. در ادامته چنتد مثتال از تبتدیل مبناهتای ختاص و       

 کنیم.نکاتی مربو  به مبناها را بررسی می

 را به مبنای ده تبدیل کنید. (0.34)5عدد متناوبمثال: 

 کنیم:کنیم و نتایج را جمع میروش اول: هر رقم دارای ارزش است، ارقام را در ارزش  آنها ضرب می حل:

 1 2 3 4 5 6
5(0.343434 ) 3 5 4 5 3 5 4 5 3 5 4 5                   

 
1 2

1 3 5 2 4 6

2 2

5 5
3(5 5 5 ) 4(5 5 5 ) 3( ) 4( )

1 5 1 5

 
     

 
         

 
 

 15 4 19
24 24 24

   

شتتود. واحتتد بتته ستتمت چتتپ شتتیفت داده متتی  kضتترب کنتتیم آن عتتدد krرا در rروش دوم: اگتتر عتتددی در مبنتتای

5aشود. عتدد می (34.34)5ضرب کنیم برابر 25را اگر در (0.3434)5مثلاً (0.34) کنتیم  ضترب متی   25یعنتی  25را در

 کنیم:می aرا منهای 25aسیس

 
5

5

5

a (0.343434 )

25a (34.34.34 )

19
25a a (34) 24a 3 5 4 24a 19 a

24





         
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 تبدیل کنید. 10را به مبنای (0.234)6عدد متناوب مرکبمثال: 

کنم، فتر   توان با روش اول مثال قبل این عمل را انجام داد که به عهده شما! من از روش جالب دوم استفاده میمی حل:

6aکنید (0.2 343434 ) 66پسa (2.343434 ) 3پس
66 a (234.3434 ) :بنابراین 

 3
6 6 6 66 a 6a (234.3434 ) (2.3434 ) (234 2) (232)      

 2 92 46
216a 6a 2 6 3 6 2 92 210a 92 a

210 105
              

 نیاز دارد؟ 2چند رقم در مبنای (x)10عددمثال: 

n2بیت برابر nرقم یا بیت دارد. بزرگترین عدد با nفر  کنید این عدد نیاز به حل: 1 است پس بایدn2 1 x    کته

n2بیت جا کرد: بنابراین nرا در xبتوان x 1  2گیتریم پتس  می 2ز طرفین لگاریتم در پایهحال اn log (x 1)     پتس

2logبرابر nترینککوچ (x 1)   .است 

nتوجه کنید اگر مثلاً 3.5 ِآنگاه کوچکترین مقدار صحیحn یعنی 4برابر 3.5 .است 

 توجه

علامت   سقف(ceiling) .است a ترین عادد صاحیح اسات کاه از    برابر کوچکa  تار نباشاد.   کوچاک

مثلاً 3.5 4 یا 3.5 3  یا 3 3. 

علامت   نیز کف(Floor) .است a ترین عدد صحیح کته از برابر است با بزرگa  د. متثلاً تتر نباشت  بتزرگ 3.5 3 

یا 3.5 4  یا 3 3. 

 توجه

baلگاریتم، معکوس توان است.  یعنی اگر c پسalog c b ً2مثلاlog 8 3 32چون 8. 

  نکته

rlogنیاز به حداقل rدر مبنای (x)10برای نمایش عدد (x 1)   یاrlog x 1   .رقم است 

 چند رقم نیاز است؟ rببریم. در مبنای rبه مبنای 10رقمی را از مبنای nخواهیم اعدادمیمثال: 

nxبرابر 10رقمی در مبنای nبزرگترین عدد حل: 10 1     است و طبق نکته فوق برای نمایش ایتن عتدد در مبنتایr 

nنیاز به
r rlog (10 1 1) n log 10         .رقم است 

استت بنتابراین بترای نمتایش ستایر اعتداد        10رقمتی مبنتای   nتترین عتدد  توجه کنید این تعداد رقم برای نمایش بزرگ

 نیز کافی است. 10مبنای

 ته نک

rnنیاز به rدر مبنای tرقمی مبنای nبرای نمایش اعداد log t   رقم در مبنایr .است 

 جمع و تفریق در مبناهای مختلف -5

کافی است دو عدد را زیر هم بنویسیم طوری که یکان آنهتا بتا هتم نظیتر باشتد، ستیس از        rبرای جمع دو عدد در مبنای

واحد از حاصل کم کنیم و یتک واحتد    rشد، rتر یا مساویکنیم و اگر حاصل جمع  بیشسمت راست هر دو رقم را جمع می

 حاصلِ جمع دو رقم سمت چپ آنها اضافه کنیم. به چند مثال توجه کنید.به 

                    
8

8

8

1 1

( 4 5 0 6 )

( 5 3 2 4 )

( 1 2 0 3 2 )


                     2

2

2

1 1 1

( 1 1 0 1 1 )

( 1 0 1 1 0 )

( 1 1 0 0 0 1 )


  

10

10

10

1 1 1 1

( 2 3 7 . 4 3 )

( 8 5 . 7 9 )

( 3 2 3 . 2 2 )


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Aبرای انجام تفریق B در مبنایr        یک روش به روش قلم و کاغتذ یتا قتر  گترفتن معتروف استت کتهB  را زیترA 

از رقتم   Bیم و هر جتا رقتم  کم کن Aرا از سمت راست از ارقام Bبنویسیم طوری که یکان آنها نظیر هم باشند و سیس ارقام

 شود:می rباید یک واحد قر  بگیریم که ارزش آن قر  برابر Aتر درتر بود از رقم سمت چپبزرگ Aنظیرش در

              8

8

8

4 11 1 12

( 5 3 2 4 )

( 4 5 0 6 )

( 0 6 1 6 )


               2

2

2

1

0 2 0 2 2

( 1 0 1 0 0 1 )

( 0 1 0 1 1 0 )

( 0 1 0 0 1 1 )



                10

10

10

13

1 13 6 3 13

( 2 3 7 . 4 3 )

( 8 5 . 7 9 )

( 1 5 1 . 6 4 )



  

 

Aروش دومی برای تفریق B وجود دارد کهA ِرا با مکملr عددB هتا در ادامته فصتل آشتنا     با مکمتل  جمع کنیم که

 کنیم.شویم و این روش را بیان میمی

 هامکمل -6

rگیری تعریف شده است: مکملدو نوع عمل مکمل rدر مبنای 1 و مکملrهتا، نمتایش اعتداد منفتی و     . کاربرد مکمل

 دیل عمل تفریق به عمل جمع است.همچنین تب

rمکمل 1 یا مکمل کاهش یافته(reduced complement)  عتددr(a)    برابتر استت بتاn mr r a   کته n و m   بته

rهستتند. مکمتل   aترتیب تعداد ارقام صحیح و تعداد ارقام اعشتار عتدد   1  عتددa   را بته شتکلr 1[a]   یتاr 1c (a)   نشتان

nپتتس استتت. complementمخفتتف cدهتتیم کتتهمتتی m
r 1[a] r r a
   اگتتر .a  عتتدد صتتحیح باشتتد یعنتتیm 0 

nآنگاه
r 1[a] r 1 a   . 

radix)یا مکمل مبنای rمکملِ complement) عددr(a) برابر است باn
r rc (a) [a] r a  . 

10aها فتر  کنیتد متثلاً   داد هستند. برای در  مکملاین دو فرمول قرار (237.64)  مکمتل   9ختواهیم مکمتل  و متی(

nدارای aرا بیابیم. عدد a)مکمل مبنا( عدد 10کاهش یافته( و مکمل 3 رقم صحیح وm 2 :رقم اعشار است. پس 

 3 2
9 9 10 10C (a) [a] 10 10 (237.64) 999.99 237.64 (762.35)        

 3
10 10 10 10C (a) [a] 10 (237.64) 1000 237.64 (762.36)       

8aبه عنوان مثالی دیگر فر  کنید (237.64) مکمتل مبنتا(    8متل یافتته( و مک )مکمل کاهش 7و می خواهیم مکمل(

 را بیابیم. aعدد

 3 2
7 7 10 8 8 8C (a) [a] 8 8 (237.64) (777.77) (237.64) (540.13)        

 3
8 8 10 8 8 8C (a) [a] 8 (237.64) (1000) (237.64) (540.14)       

3توجه کنید برای انجام تفریق 28 8 اعداد را بنویسیم که: 8باید در مبنای 
3

88 (1000) 2و
88 (0.01)  :بنابراین این تفریق برابر است با 

 8

8

8

7 7 7 7

0 8 8 8 8 8

( 1 0 0 0 . 0 0 )

( 0 . 0 1 )

( 7 7 7 . 7 7 )



  

هتا  ها رسید که با این نکات بتدون استتفاده از فرمتول   توان به نکات زیر برای یافتن مکملهای ذکر شده میبا توجه به مثال

 ف را یافت.توان مکمل در مبناهای مختلمی

 نکته

rبرای یافتن مکمل 1 عددr(a) کافی است تمام ارقام عددa چه صحیح چه اعشار( را از(r 1 .کم کنیم 
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را  aهمت  ارقتام   (a)8عتدد  7کنیم یا برای یافتن مکملکم می 9را از aهمه ارقام (a)10عدد 9مثلاً برای یافتن مکمل

را عتو  یتا    aهتای کنیم کته یعنتی بیتت   را از یک کم می a، همه ارقام(a)2برای یافتن مکمل یک عددکنیم یا کم می 7از

2aکنیم. مثلاً مکملِ یکِ عددِیا متمم می notاصطلاحاً (10010) 2برابرa (01101) است کهa یاa     مکمتل یتا متتمم

 است. aعدد notیا

 نکته

rابتدا مکمل توانمی r(a)عدد rبرای یافتن مکمل 1 عددa ترین رقم آن را بهرا یافت و سپس سمت راست 

mها رابطةعلاوه یک کنیم. در واقع با توجه به فرمول مکمل
r r 1[a] [a] r  ها برقرار است کاه ایان   بین مکمل

 aاین است که از سامت راسات   r(a)عدد rتر برای یافتن مکملسریعرابطه به معنی گفته شده است. ولی روش 

و سایر ارقاام   rا ازر aرا در صورت وجود تغییر ندهیم. اولین رقم غیرصفر aحرکت کنیم و صفرهای سمت راست

rرا از 1 است کاه دو صافر سامت راسات تغییار       (649600)10برابر (350400)10عددِ 10کم کنیم. مثلاً مکمل

 کم شدند. 9هر کدام از 3و 5و 0کم شد و سه رقم 10از 4نکرد،

 های زیر توجه کنید و به نکات گفته شده ربط دهید:به مثال

 8 8

8

(3070.600) (4707.177)

(4707.200)

7 ®µ§¶

8 ®µ§¶





  

 

 2 2

2

(1 0 11 0 0) (0 1 0 0 11)

(0 1 0 1 0 0)

¦Ä ®µ§¶

»j ®µ§¶





 

 

 2 2

2

(1 0 0 1) (0 11 0)

(0 111)

¦Ä ®µ§¶

»j ®µ§¶





 

 

 2 2

2

(0 0 0 0) (1111)

(0000)

¦Ä ®µ§¶

»j ®µ§¶





 

بیتتی استت مکمتل دوی آن     4شتود ولتی چتون عتدد،    متی  (10000)2در واقتع  (0000)2توجه کنیتد مکمتل دو عتدد   

rو rکنیم. در واقع مکملگیریم و از بیت پنجم صرفنظر میدر نظر می (0000)2را 1 عددr(a) های عتدد به تعداد رقمa ،

 رقم دارند.

 نکته

هاا را  صفرهای سمت راست عدد و اولین یک را تغییر ندهیاد و ساایر بیات    (a)2برای یافتن مکمل دوی عدد

 عوض کنید.

 باشد.می (00111)2و  (1000)2و (1100)2به ترتیب، (11001)2و (1000)2،(0100)2مثلاً مکمل دوی اعداد

Aهای انجام عملیکی از روش B در مبنایr   آن است که این عمل را به جمع تبدیل کنیم که برای ایتن منظتورA  را

 کنیم.جمع می Bعدد r با مکمل

 اید(:ها را قبلاً با روش قر  دیدههای زیر توجه کنید )این مثالبه مثال
 10 10 10 10 10 10(237.43) (085.79) (237.43) (914.21) ( 151.64) (151.641 )

Â±£º ́ ¤n ýme

     

Aتوان ثابت کرد که اگرهای برابر باشند و همچنین میتوجه کنید باید هر دو عدد دارای تعداد رقم B     ِآنگتاه یتک رقتم

 شود که آن را باید نادیده بگیریم.از سمت چپ خارج می (carry)نَقلی لاحاًطاص
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 2 2 2 2 2 2(101001) (010110) (101001) (101010) (1010011) (010011)
Â±£º ́ ¤n ýme

    

 8 8 8 8 8 8(5324) (4506) (5324) (3272) (10616) (0616)
Â±£º ́ ¤n ýme

    

Aلازم به ذکر است که اگر B شتکلی   شود ولی حاصل نیز درستت نیستت در واقتع حاصتل بته     آنگاه قم نقلی تولید نمی

 کنیم.منفی شده است که فعلاً بحث نمی

   2دار در مبنایاعداد علامت -7

توان در کامییوتر اعداد منفتی را  علامت سر و کار داشتیم. حال سؤال این است که چطور میما تاکنون با اعداد محض یا بی

نفی چهار قرارداد یا روش مطرح شده است که متا در اینجتا سته روش را    نیز ذخیره کرد. برای نمایش و ذخیرة اعداد مثبت و م

 کنیم و روش چهارم را در درس معماری کامییوتر بخش ممیز شناور خواهیم دید. سه روش ما عبارتند از:بررسی می

sign)* روش علامت مقدار magnitude)   

s'1)* روش مکمل یک complement)  

s'2)7کمل * روش م complement)  

ها در نمایش اعتداد منفتی استت. البتته     شوند و تفاوت این روشدر این سه روش اعداد مثبت به یک شکل نمایش داده می

وجه اشترا   این سه روش این است که بیت سمت چپ اعداد مثبت، صفر است و بیت سمت چپ اعتداد منفتی، یتک استت.     

 02است یعنی از سمت راست اولین بیت دارای ارزش 2روش همانند سیستم اعداد بی علامتِ مبنای ها در این سهارزش بیت

است. اگر باشد، فقط تفاوت در بیت سمت چپ و به همین ترتیب می 12ایم(، بیت دوم دارای ارزش)عدد را صحیح فر  کرده

nعلامت برابربیتی باشند، ارزش بیت سمت چپ در سیستم بی nاعداد 12    است. در سیستم علامت مقدار، بیت سمت چتپ

باشد عدد مثبت است. در سیستم مکمل  0باشد عدد منفی و اگر 1ی علامت است اگر این بیتدهندهارزش ندارد و فقط نشان

nیک، ارزشِ بیت سمت چپ 1(2 1)  است و در سیستم مکمل دو ارزش بیت سمت چپn 12  دونتم احتمتالاً   است. می

3بیتتی هستتند.  4اید!! برای در  بهتر فر  کنید اعدادکمی گیج شده 2 1 0a a a a   0علامتت ارزش در سیستتم بتیa،1a،2a 

هماننتد   2aو 0a،1aاستت. در سیستتم علامتت مقتدار و مکمتل یتک و مکمتل دو ارزش        32و 02،12،22به ترتیب 3aو

باشد عدد منفی است. ایتن   1باشد عدد مثبت و اگر 0و اگردر سیستم علامت مقدار ارزش ندارد  3aعلامت است فقط بیتبی

2)3ل یک دارای ارزشِمبیت در سیستم مک 1) 7   32ل دو دارای ارزشِمو در سیستم مک 8   باشد.می 

3علامتتتت برابتتتردر سیستتتتم بتتتی (1110)2بیتتتتی4متتتثلاً عتتتدد 2 12 2 2 14   در سیستتتتم علامتتتت مقتتتدار ،

2برابتتتتر 1(2 2 ) 6  3، در سیستتتتتم مکمتتتتل یتتتتک برابتتتتر 2 1(2 1) 2 2 1      و در سیستتتتتم مکمتتتتل دو

3برابر 2 12 2 2 2    باشد.می 

علامت، علامت مقدار، مکمل یک های بیدر سیستم (101100)2مطلوبست مقدار عدد باینری شش بیتیمثال: 

 و مکمل دو.

5است پس مقدار عدد باینری داده شده 52علامت ارزش بیتِ چپ برابردر سیستم بی حل: 3 22 2 2 4    باشتد،  متی

استتت یعنتتی عتتدد منفتتی استتت و مقتتدار عتتدد داده   1م علامتتت مقتتدار، بیتتت ستتمت چتتپ ارزش نتتدارد و چتتون در سیستتت

3شده 2(2 2 ) 12   باشد.می 

2)5در سیستتتتم مکمتتتل یتتتک، ارزش بیتتتت ستتتمت چتتتپ برابتتتر  1) 31    استتتت و مقتتتدار عتتتدد داده شتتتده

31برابر 8 4 19    .است 

52در سیستم مکمل دو ارزش بیت سمت چپ برابر 32  32و مقدار عدد داده شده برابر 8 4 20    باشد.می 

nبیتی nتوان عددطور کلی می به 1 n 2 1 0a (a a a a )  های مختلتف ارزشتیابی کترد    های زیر در سیستمرا با فرمول

 دهیم:نشان می val(a)تبدیل کرد که ما با 10یعنی به مبنای

 



 
 فصل اول /اعداد 
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 n 1 n 2 1 0
n 1 n 2 1 0val(a) a 2 a 2 a 2 a 2 
          علامتبی 

 n 1a n 2 1 0
n 2 1 0val(a) ( 1) (a 2 a 2 a 2 ) 
         علامت مقدار 

 n 1 n 2 1 0
n 1 n 2 1 0val(a) a (2 1) a 2 a 2 a 2 
           مکمل یک 

 n 1 n 2 1 0
n 1 n 2 1 0val(a) a 2 a 2 a 2 a 2 
          مکمل دو 

بیتت را   nترین اعداد قابل نمایش باترین و بزرگتوان بازة نمایش یعنی مقادیر کوچکهای داده شده میبا توجه به فرمول
 دست آورد. های مختلف بهدر سیستم

00)2ترین عددعلامت کوچکدر سیستم بی 0) 0 ددترین عو بزرگn
2(111..1) 2 1      استت. در سیستتم علامتت

nترین عددمقدار، کوچک 1
2(111..1) (2 1)  ترین عددو بزرگn 1

2(011..1) 2 1  باشد.می 

nترین عدددر سیستم مکمل یک، کوچک 1
2(100..0) (2 1)  ترین عتدد و بزرگn 1

2(011..1) 2 1   باشتد.  متی

nترین عدددر سیستم مکمل دو، کوچک 1
2(100..0) 2  ترین عددو بزرگn 1

2(011..1) 2 1  باشد. توجته کنیتد   می

هتای  کننتد ولتی سیستتم   متفاوت را ذخیره می عدد n2علامت و مکمل دو دقیقاًهای بیحالت دارد و سیستم n2بیت، nکه

n2علامت مقدار و مکمل یک، 1 کنند چون ایتن دو سیستتم عتدد صتفر را بته دو شتکل مختلتف        عدد مختلف را ذخیره می
(0..00)2دهند. در سیستم علامت مقدارنمایش می 0 (0..100)2و 0 مایش صفر هستد. در سیستتم مکمتل   هر دو ن

(0..00)2یک 0 (1..11)2و 0     هر دو نمایش صفر هستند. این را هم بدانید که در سیستم علامت مقتدار بترای آنکته
ور یک عدد قرینه شود کافی است فقط بیت سمت چپ آن در فرم دودویی عو  شود. در سیستم مکمل یک بترای ایتن منظت   
 4باید نمایش دودویی آن عتدد مکمتل یتک شتود و در سیستتم مکمتل دو بایتد فترم دودویتی آن مکمتل دو شتود. متثلاً بتا             

در سیستتم علامتت    6باشتد، و نمتایش  متی  6در هر سه سیستمِ علامت مقدار و مکمتل یتک و مکمتل دو    (0110)2بیت
 باشد.می (1010)2و در سیستم مکمل دو (1001)2، در سیستم مکمل یک(1110)2مقدار

 است: دار را نشان دادهبیت، اعداد قابل نمایش در سه سیستم علامت 4جدول زیر با
 عدد دهدهی سیستم علامت مقدار سیستم مکمل یک سیستم مکمل دو

0111 0111 0111 7 

0110 0110 0110 6 

0101 0101 0101 5 

0100 0100 0100 4 
0011 0011 0011 3 

0010 0010 0010 2 
0001 0001 0001 1 
0000 0000 0000 0 
 0 1000 1111 ندارد

1111 1110 1001 1 
1110 1101 1010 2 
1101 1100 1011 3 

1100 1011 1100 4 
1011 1010 1101 5 

1010 1001 1110 6 

1001 1000 1111 7 

 8 غیر قابل نمایش غیر قابل نمایش 1000
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مقدار و مکمل یک این است که برای صفر دو نمایش مختلف دارند، هم صتفر مثبتت و هتم صتفر     های علامتعیب سیستم

منفی. البته سیستم علامت مقدار عیب دیگری دارد و آن اینکه عملیات جمع و تفریق در این سیستتم بترای کتامییوتر زمتانبر     

 شود و بهینه شدة آن سیستم مکمل دو است.ستفاده نمیاست. سیستم مکمل یک نیز عملاً جایی ا

 نکته 

دار هساتند و سیساتم   دار، سیستم مکمل دواست یعنی هر جا گفته شد اعداد علامتفرض اعداد علامتپیش

 نمایش ذکر نشد، سیستم مکمل دو است.

 هاها یا فلگمعرفی پرچم -8

بیت است و داخل پردازنده قرار  64یا 32یا 16یا 8آن معمولاً ی سریع و کوچکی است که اندازهرجیستر یا ثبات حافظه

ستتند و  تواند به آنها دسترسی داشته باشد ولی برخی خاص منظوره هنویس میدارد. برخی رجیسترها عمومی هستند و برنامه

شتویم. در کامییوترهتا رجیستتری بته     در حالت عادی به آنها دسترسی وجود ندارد در فصول بعتدی بتا رجیستترها آشتنا متی     

ها که فلگ یتا  ر این درس اهمیت دارند. این بیتبیت از این رجیستر د 4وجود دارد که STATUSیا PSWیا FLAGSنام

 شوند.شوند پس از انجام یک عمل حسابی مثل جمع یا تفریق یا عمل منطقی مقداردهی میپرچم نامیده می

(Zero)هایها به ناماین فلگ Z،(Sign) S یا(Negative) N،(Carry) C،V  یتا(Overflow) O    .معتروف هستتند

شتود کته حاصتلِ عملیتات     می 1وقتی Nیا Sشود که حاصلِ عملیاتی مثل جمع یا تفریق صفر شود. فلگمی 1وقتی Zفلگ

nبیتتی،  nدو عتددِ شود که نتیج  عمتلِ می 1وقتی Cشود. فلگ 1منفی شود یعنی بیتِ سمتِ چپِ حاصل 1    بیتت شتود

شود که حاصلِ عملیات در بازة مجاز نباشد، البته ممکن است تصتور  می 1وقتی Vخارج شود. فلگ 1یعنی از بیتِ سمتِ چپ

ها ممکن است دار، فلگعلامت و علامتهای مختلف مثل بیاست ولی لزوماً اینطور نیست و در سیستم Vهمان Cکنید فلگ

 متفاوت تعبیر شوند.

 جمع و تفریق در سیستم مکمل دو -9

را کته در سیستتم مکمتل دو     111001و 1001،11001های دودویتی قبل از اینکه به جمع و تفریق بیردازیم، لطفاً رشته

 کنیم، ارزشیابی کنید یعنی به مبنای ده ببرید.فر  می

اگتر بیتت ستمت چتپ را تکترار       2باشد. در سیستم مکمتل می 7ها برابرها مقدار تمامی این رشتهبا توجه به ارزش بیت

sign)گسترش علامتشود. به این کار کنید، مقدار عدد عو  نمی extend)      بیتتی را  4گویند. یعنتی متثلاً اگتر یتک رشتته

در  11111001بتا  1001بیت تبدیل کنیم باید بیت سمت چپ را چهار بار تکرار کنیم. بنابراین رشتته دودویتی   8بخواهیم به

 باشند.می 7هر دو 00000111با 0111باشند یا رشت می 7سیستم مکمل دو دارای یک مقدار هستند و هر دو

کنیم و ستیس دو  های آن دو عدد را یکسان میر سیستم مکمل دو ابتدا با گسترش علامت تعداد بیتبرای جمع دو عدد د

 کنیم.علامت، جمع مینویسیم و همانند جمع دو عدد بیعدد را زیر هم می

بیت باید ذخیره 4یتی هستند و حاصل نیز درب4بیتی است یعنی اعداد4فرض کنید سیستم مکمل دو ومثال: 

)هایشود. حاصل جمع 7) ( 7)  ،( 3) ( 6)  ،( 2) ( 4)  ،( 2) ( 4)  ،( 3) ( 6)   و( 4) ( 5)    را بیابید

 ها را مشخص کنید.وضعیت پرچمو 

 حل:

 2 2 2

1 1 1

1 0 0 1
( 7) ( 7) (1001) (0111) (0000) 0

0 1 1 1

0 0 0 0

C 1 , Z 1 , S 0 , V 0

      


   

  

Cاز سمت چپ یک رقم نقلی خارج شد پس 1حاصل عملیات صفر است پس ،Z 1      بیتت ستمت چتپ حاصتل صتفر ،

Sاست پس 0م پس، حاصل درست است یعنی سرریز نداریV 0. 
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 2 2 2

1

1 1 0 1
( 3) ( 6) (1101) (0110) (0011) 3

0 1 1 0

0 0 1 1

C 1 , Z 0 , S 0 , V 0

       


   

  

 

 2 2 2

1

1 1 1 0
( 2) ( 4) (1110) (1100) (1010) 6

1 1 0 0

1 0 1 0

C 1 , Z 0 , S 1 , V 0

       


   

 

 

 
2 2 2

0 0 1 0

( 2) ( 4) (0010) (0100) (0110) 6 0 1 0 0

0 1 1 0

C 0 , Z 0 , S 0 , V 0

        

   

 

 

 

2 2 2

1 1 0 1

( 3) ( 6) (1101) (1010) (0111) 7 1 0 1 0

0 1 1 1

C 0 , Z 0 , S 0 , V 1

        

   

 
    C 1,Z 0,S 0,V 1    

بیت قابل نمایش نیست و به خاطر همین حاصل اشتباه شتده و سترریز    4با 9شود ولی 9باید 6با 3حاصل جمع

 شود.فعال می Vرخ داده است و پرچم

2 2( 4) ( 5) (0100) (0101) (1001) 7      
2 2 2

1

0 1 0 0
( 4) ( 5) (0100) (0101) (1001) 7

0 1 0 1

1 0 0 1

C 1 , Z 0 , S 1 , V 1

       


   

 

C 0,Z 0,S 1,V 1    

بیت قابل نمایش نیست و به خاطر همین حاصل اشتباه شتده و سترریز    4با 9شود ولی 9باید 5با 4حاصل جمع

 شود.فعال می Vرخ داده است و پرچم

 نکته 

شرط لازم و کافی برای وقوع سرریز در جمع دو عدد سیستم مکمل دو آن اسات کاه حاصال جماع دو عادد      

هاای مختلاف   مثبت، منفی شود یا حاصل جمع دو عدد منفی، مثبت شود. توجه کنید که جمع دو عدد با علامات 

 شود.هیچگاه سرریز نمی

 نکته 

و کافی برای وقوع سرریز در جمع دو عدد سیستم مکمل دو آن است که رقم نقلی که به بیت چا    شرط لازم

، باه بیات   5با 4( متفاوت باشد. در جمعCشود )یعنی همان فلگشود با رقم نقلی که از آن خارج میوارد می

C) 0وارد شد و رقم نقلی 1رقم نقلیِ چ  0) 3خارج شد و سرریز شد. در جمع  6باا      باه بیات چا  رقام

C) 1وارد شد ولی 0نقلی 1)   خارج شد که نشان دهندة سرریز است. در واقع هرگاه دو رقم نقلی آخیر یکساان

 حاصل جمع دو عدد هم علامت، علامتی متفاوت از آن دو عدد دارد. به این معنی است کهنباشند 
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Aبرای انجام تفریق B دو، در سیستم مکملA  را با قرینB یعنیB کنیم.جمع میB  یعنی مکمتل دویB   کته

 پس: 1علاوه به Bیعنی مکمل یکِ

 A B A ( B) A B 1        
Aالبته B توان به شیوة قلم و کاغذ و قر  گرفتن نیز انجام داد یعنیرا میB را زیرA   هتای بنویستیم و بیتتB  را از

کننده هم جمع و هم تفریتق  افزار جمعشودکه با یک سختکم کنیم ولی در کامییوترها تفریق به جمع تبدیل می Aهایبیت

 انجام شود.

)تفریقمثال:  5) ( 3)   ها را مشخص کنید.بیت انجام دهید و وضعیت پرچم 4را در سیستم مکمل دو با 

 حل:
 

2 2 2 2 2

1 1 1

1 0 1 1
( 5) ( 3) (1011) (1101) (1011) (0010) 1 (1110) 2

0 0 1 0

1 0 0 1

C 0 , Z 0 , S 1 , V 0

          


   

  

                
1110

C 0,Z 0,S 1,V 0   
 

 نکته 

Aدر عملِ B اگرA وB   ی مجااز  هم علامت باشند امکان وقوع سرریز وجود ندارد و حاصل حتمااً در باازه

 یکسان باشد. Bالعلامه باشند و علامت حاصل با علامتمختلف Bو Aآید کهتی پیش میاست. سرریز وق

)تفریقمثال:  5) ( 4)   ها را مشخص کنید.ضعیت فلگبیت انجام دهید و و 4را در سیستم مکمل دو با 

 حل:

 2 2 2

1 1 1

1 0 1 1
( 5) ( 4) (1011) (0100) 1011 1011 1 (0111) 7

1 0 1 1

0 1 1 1

C 1 , Z 0 , S 0 , V 1

          


   

  

 نکته

Aدر عملِ B توانها میدر سیستم مکمل دو، با کمک فلگA وB     را مقایسه کارد و متوجاه شاد کاهA 

 هست یا خیر. Bتر یا مساویکوچک تر،بزرگ

در جدول مقابل حداقل شرو  لازم و کافی برای هتر حالتت آمتده    

Aاست. مثلاً وقتی B ِما انتظار داریم که حاصلA B  مثبت شود

Sیعنی 0     شتود کته سترریز رخ ندهتد     چنتین متی  ولتی بته شترطی

Vیعنی 0حال اگر سرریز رخ دهد یعنی .V 1   آنگاه حاصل منفتی

Sشود یعنیمی 1پس ،A B اگر و فقط اگرS V   ستایر حتالات .

 وانید به راحتی بررسی کنید.ترا می

 جمع و تفریق سیستم مکمل یک -۱1

 شود.در سیستم مکمل یک نیز همانند مکمل دو اگر بیت سمت چپ را تکرار کنیم، مقدار عدد عو  نمی

هستند. در این سیستم برای جمع دو عدد باید تعتداد بیتت آن    6همگی 111001و 1001،11001مثلاً در این سیستم

 Cدو عدد یکسان باشد و آن دو عدد را زیر هم بنویسیم و همانند سیستم مکمل دو جمع کنیم فقتط بایتد نتیجته را بتا فلتگ     

 مجدد جمع کنیم!

)بیت حاصل جمع 4به عنوان مثال با 5) ( 3)   و( 7) ( 3)   یابیم:را می 

 شر  هاوضعیت فلگ

S V  A B 
S V  A B  
Z 1  A B  
Z 0  A B  

S V and Z 0   A B  
S V or Z 1   A B  
 



 
 فصل اول /اعداد 

 

 

 

۱9 

 

 

 

 2 2 2

1

1 0 1 0
( 5) ( 3) (1010) (0011) (1101) 2

0 0 1 1

1 1 0 1

       


 

 

 
2

2 2 2
2

1

( 0 1 1 1 )
( 7) ( 3) (0111) (1100) (0100) 4

( 1 1 0 0 )

0 0 1 1C 1

1

1 1 0 0

       





 

                                            0/00 

Aبرای انجام عمل تفریق B کافی استA  را با قرینB  جمع کنیم که قرینB     در سیستم مکمل یتک یعنتی مکمتل

 پس: Bیک

 A B A ( B) A B      
)مثلاً 7) ( 3)   شود:م میدر سیستم مکمل یک به شکل زیر انجا 

 2 2 2 2 2( 7) ( 3) (0111) (0011) (0111) (1100) (0100) 4          
 علامتجمع و تفریق سیستم بی -۱۱

nبیتی حداکثر nعلامتجمع دو عدد بی 1 شود پس اگر حاصل جمع دو عتدد بیت میn  بیتتی را درn  خیتره  بیتت ذ

Cهمان فلگ سرریز است یعنی اگر Cکنیم آنگاه فلگ 1 .سرریز رخ داده است 

12بیت حاصل جمع 4مثلاً با 7 دهد:و سرریز رخ می نیستبیت قابل ذخیره  4در 19شود ولی 19باید 

 2 2 212 7 (1100) (0111) 0 0 111 (001

C

1) 3     


  

بیتت ذخیتره شتود     5ور کته گفتته شتد اگتر خروجتی در     طباشتد. البتته همتان   یک شده استت پتس سترریز متی     Cفلگ

 است. 19شود که برابرمی (10011)2حاصل

Aبرای انجام عمل تفریق B یک روش استفاده از قر  گرفتن است یعنیB را زیرA یم و نظیر به نظیر تفریتق  بنویس

Aشود کهمی 1وقتی و رقم نقلی نیست بلکه رقم قرضی است Cکنیم و هر جا لازم بود قر  بگیریم. در این روش فلگ B 

Aیعنی نیاز به قر  باشد و اگر B گاهآنC 0. 

Aولی روش پیش فر  برای انجام Bتبدیل به جمع است که همانند سیستم مکمل دو  ،،A  را با مکمل دوی عتددB 

Aکنیم یعنیجمع می B A B 1    گر، در این روش اA B آنگاه رقم نقلیC 1 شود و اگرمیA B آنگاهC 0 .

2دهتیم بتا روش قتر    را با دو روش انجام می 9-3بیت تفریق 4به عنوان مثال با 2 2(1001) (0011) (0110)   شتود  متی

Cکه 0 :یعنی نیازی به قر  نیست 

 

0 1 2

1 0 0 1

0 0 1 1

0 1 1 0


  

2با روش جمع 2 2 29 3 (1001) (0011) (1001) (1100) 1 (0110) 6        کهC 1 باشد:می 

 

1 1

1 0 0 1

1 1 0 0

0 1 1 0


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 جمع و تفریق سیستم علامت مقدار -۱2

های قبلی دو عتدد را بته صتورت معمتولی     توان همانند سیستمتم نیاز به ملاحظاتی دارد و نمیجمع و تفریق در این سیس

باهم جمع یا تفریق کرد. بلکه باید علامت دو عدد بررسی شوند و با توجه به علامت دو عدد و عمل بین دو عدد، ارزش دو عدد 

 علامت حاصل را تنظیم کنیم. ها را حذف کنیم( با هم جمع و تفریق کنیم و در نهایترا )علامت

2خواهیم حاصل جمعبیت می 4مثلاً با 2(1101) (0011)   را بیابیم. عدد اول منفی و دومی مثبت است. پس بایتد ارزش

 5است که ارزش عتدد اول   3و دومی 5تر را قرار دهیم. عدد اولاین دو عدد را از هم کم کنیم و سیس علامت عدد بزرگ

باشتد. البتته   متی  (1010)2تر منفی است پس حاصتل شود و علامت عدد بزرگمی 2است و ارزش حاصل 3و ارزش عدد دوم

هاست. الگوریتم جمع و تفریق مییوتر کمی زمانبر است و از این نظر این سیستم بدتر از بقیه سیستمانجام این عملیات برای کا

 شود.در این سیستم در درس معماری آموزش داده می

Binary)کدهای -۱3 Coded Decimal) BCD  

 0بیتی هستند چتون  4دهند. این کدها حداقلرا به صورت باینری نمایش می 9تا 0ارقام مبنای ده یعنی BCDکدهای

معتروف در   BCDحالت دارد(. برختی از کتدهای   8توان ده حالت را نشان داد )سه بیتده حالت است و با سه بیت نمی 9تا

 اند:جدول زیر آمده

 

2421 8421 Excess3 NBCD digit 

0000 0000 0011 0000 0 

0001 0111 0100 0001 1 

0010 0110 0101 0010 2 

0011 0101 0110 0011 3 

0100 0100 0111 0100 4 

1011 1011 1000 0101 5 

1100 1010 1001 0110 6 

1101 1001 1010 0111 7 

1110 1000 1011 1000 8 

1111 1111 1100 1001 9 
 

Natural)کد BCD) NBCD یاBCD   دارطبیعی یتک کتد وزن(weighted)    هتای آن دارای ارزش  استت یعنتی بیتت

شتود. پتس   نیتز گفتته متی    8421است. بته ایتن کتد    1و بیت آخر 2، بیت سوم4، بیت دوم8هستند. ارزش بیت سمت چپ

4در این کد 0111یرشته 2 1 7   باشد. توجه کنید کدهایمیBCD  را  9تتا  0با باینری متفاوت هستند و فقط ارقتام

شود ولتی  می 01101000نه  نمایش دهیم کهرا جداگا 8و 6، بایدNBCDصورت به 68دهند. مثلاً برای نمایشنمایش می

هتای آن دارای  وزن استت یعنتی بیتت   یک کد بی 3یا  افزونی excess3باشد. کدمی 1000100همین عدد به صورت باینری

دهد ولی در را نشان می 3بود NBCDاگر 0011آید. مثلاً رشت دست می به NBCDبه 3ارزش نیستند. این کد از افزودن

دهد. علت ساخت کد افزونی سته  -ا نمایش میر 9رقم  3در کد افزونی  1100دهد یا رشته صفر را نشان میکد افزونی سه این 

 است که این کد اصطلاحاً  خودمکمل است.این 

( کنتیم، شتکل   NOTبه کدی گویند که اگر شکل دودویی آنها را مکمل یک )یعنتی  (selfcomplement)خودمکملکد 

)مکمتل   1100صتفر استت حتال آنکته     0011شتوند(. در کتد افزونتی سته،    کم می 9عنی ازشوند )یمی 9دهدهی آن مکمل

 0100که مکمل یتکِ  1011دهد ورا نشان می 1رقم 0100صفر است. یا 9مکمل 9باشد کهمی 9دهنده( نشان0011یک

را  4,3,2,1,0دهد. پس در کتد خودمکمتل اگتر رشتت  دودویتیِ ارقتامِ      باشد را نشان میمی 1رقم 9که مکمل 8باشد رقممی



 
 فصل اول /اعداد 

 

 

 

2۱ 

 

 

 

آید. کدهای خودمکمل برای انجام عمل تفریق مناسب هستند کته  دست می به 9,8,7,6,5مکمل یک کنیم رشت  دودویی ارقام

 کننده خواهیم دید.در مدارات تفریق

 سایر کدها خودمکمل هستند. NBCDق به جزدر جدول فو

در  0111راین رشتت  استت بنتاب   1و 8،4،2ها از سمت چپ به ترتیبدار است که ارزش بیتیک کد وزن 8421کد

4این کد رقمِ 2 1 1   8در این کد رقم 1111یدهد یا رشتهرا نشان می 4 2 1 9    نیتز   2421دهد. کتد را نشان می

 0010توان بته صتورت  را می 2توان ساخت. مثلاً رقمهای مختلف میام را به شکلدار است که البته در این کد برخی ارقوزن

 ایم که خودمکمل نیز باشد.ایم طوری ساختهنمایش داد ولی کدی که ما در جدول آورده 1000یا

00111000حاصل جمعمثال:  01011001 را در کدNBCD .بیابید 

مثل باینری نیست که دو عدد را زیر هم بنویسیم، بلکه همانند مبنای ده باید عمتل   BCDجمع و تفریق در کدهای حل:

کتته بتته  97شتتودمتتی 59بتتا 38و حاصتتل جمتتع 59یعنتتی 38،01011001یعنتتی عتتدد 00111000کنتتیم. در واقتتع

 باشد پس:می 10010111به شکل NBCDصورت

 NBCD NBCD NBCD(00111000) (01011001) (10010111)   
 های مربوطه خواهیم دید.افزار خاصی دارد که در فصلکننده و سختکه رسیدن به چنین حاصلی نیاز به جمع

شتند. متثلاً در جتدول زیتر     بیتی نیتز با  4توانند بیش ازبیتی هستند و می 4حداقل BCDهمانطور که گفته شد کدهای

 بیتی نیستند نشان داده شده است. 4که BCDچند کدِ

 
2

code
7

 2
code

5
 1

code
10

 Biquinary digit 

1010000 01100 1000000000 0100001 0 

1001000  10001  0100000000  0100010  1  

1000100  10010  0010000000  0100100  2  

1000010  00011  0001000000  0101000  3  

1000001  10100  0000100000  0110000  4  

0110000  00101  0000010000  1000001  5  

0101000  0110  0000001000  1000010  6  

0100100  11000  0000000100  1000100  7  

0100010  01001  0000000010  1001000  8  

0100001  01010  0000000001  1010000  9  
 

دو بیتت   9تتا  5است و برای ارقتام  01دو بیت سمت چپ 4تا 0هفت بیتی است. برای ارقام (biquinary)کد دوپنجی

آن بیتت از ستمت راستت     بودن 1باشد که به ترتیبمی 1باشد. در پنج بیت سمت راست نیز فقط یک بیتمی 10سمت چپ

1باشد. کدِمی 9تا 5یا 4تا 0مادهنده ارقنشان
10

2داستت. کت   1یک کد ده بیتی است که فقط یک بیتت آن  
5

 5یتک کتد   

کننتد یعنتی از ستمت چتپ     پیروی می 07421است در این کد به جز رقم صفر، سایر ارقام از وزنِ 1بیتی است که دو بیت آن

4در این کد رقم 00110باشد. مثلاً رشت می 1,2,4,7,0ها به ترتیبارزش بیت 2 6  در ایتن   11000باشد یتا رشتت   می

0کد رقم 7 7  2باشد. کدمی
7

پیتروی   0501234از وزن 9تتا  0است. تمام ارقامِ 1یت آنبیتی است که دو ب 7یک کد 

5در این کد رقم 0101000دار است. مثلاًکنند یعنی این کد وزنمی 1 6   دهد. کاربرد اصلی این نوع کدها کته  میرا نشان

تتوان  شود و میبیت بیشتر هستند، خطایابی است یعنی اگر خطایی رخ دهد و بیتی عو  شود، رشت  دودویی نامعتبر می 4از

 خطا را متوجه شد.
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استت کته   این است و فقط مشکل  BCDترین کدمعروف NBCD، بد نیست بدانیم که کدBCDدر پایان بحث کدهای

Aبرای انجام عمل 2خودمکمل نیست. اما چرا این مسئله مهم است؟ در مبنای B بایدA را با مکمل دویB   .جمع کنتیم

 جمع کنیم: 1علاوة به Bرا با مکمل نه Aجمع کنیم یعنی باید Bرا با مکمل ده Aبرای انجام این عمل باید 10در مبنای

 A B A (10'complement B) A (9's comp B) 1       
8مثلاً برای انجام تفریقِ 3 :داریم 

 reject

carry
8 3 8 (9's comp of 3) 1 8 6 1 15 5        

کردن  9باشد مکملخودمکمل  ریق به سرعت انجام شود. اگر کدیرا بتوان سریع پیدا کرد که عمل تف 9پس باید مکمل

خودمکمل نیست و برای  NBCDدشوند. ولی ک (NOT)عو  Bهایآن بسیار ساده است و فقط کافی است هم  بیت

 شود دو روش وجود دارد: 9مکمل Bآنکه

 )مکمل یک( کنید. NOTهای حاصل راجمع کنید و سیس بیت 6را با Bابتدا -7روش 

 نظر کنید.سیس حاصل را با ده جمع کنید و از رقم نقلی صرفکنید و  (NOT)را مکمل یک Bابتدا -7روش 

3خواهیممثلاً می 0011 شود، حال حاصل حاصل می 1001جمع کنیم که 6گوید ابتدا بامی 7کنیم. روش  9را مکمل

 1100گوید ابتدا مکمل یتک کنتیم کته   می 7شود که درست است. روش حاصل می 6یعنی 0110کنیم کهمی را مکمل یک

 آید.دست می به 0110قلیآید و با حذف رقم ندست می به 10110شود و حال نتیجه را با ده جمع کنیم کهحاصل می

   (gray)کد گِریِ -۱4

بیتتی و کتد    3کد گِرِی هر دو رشت  متوالی فقط در یک بیت با هم تفاوت دارند. برای در  بهتر این جمله، کد باینریدر 

 آوریم:را میبیتی  3گِرِی

gray  binary  value  

000  000  0  

001  001  1  

011  010  2  

010  011  3  

110  100  4  

111  101  5  

101  110  6  

100  111  7  
3درکد باینری اعداد متوالی لزوماً در یک بیت تفاوت ندارند. مثلاٌ 011 4با 100   ًدر سه بیت تفاوت دارند که اصتطلاحا

 شان سه است.شود فاصلهگفته می

 
0 1 1

1 0 0

  

5یا 101 6و 110 شان دو است.در دو بیت تفاوت دارند یعنی فاصله 

 
1 0 1

1 1 0
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3شان یک است. مثلاً در کد گریولی در کد گری هر دو عدد متوالی فاصله 010 4و 110 شان یک است:که فاصله 

 
0 1 0

1 1 0

  

 ایم. انعکاسی بودنِ این کد بته ترینِ آن، کد گری انعکاسی است که در جدول فوق آوردهکد گری بسیار متنوع است، معروف

nخاطر نحوه ساخت آن است. برای ساخت گِرِی 1 بیتی از روی گریn     بیتتی کتافی استت، اعتداد کتدn    بیتتی را زیتر هتم

ها صفر قرار دهیتد و  ای، سیس پشت نیم  اولِ رشتهبنویسید و سیس آنها را مجدد در ادامه بنویسید ولی به صورت تصویر آینه

بیتتی را از روی دو  سته   بیتی و گتری بیتی را از روی یک 2پشت نیم  دوم، یک قرار دهید )گیج شدیم!( در شکل مقابل گری

 ایم.بیتی ساخته

 

reflex reflex

..........

0

0

0

1 bitgray 2 bitgray 3 bitgray

0 0 0 00 00

1 1 1 01 01

1 1 11 11

0 0 10 10

10 10

11 11

01 0
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 البته روش مستقیمی برای تبدیل کد باینری به کد گری )انعکاسی( وجود دارد.

eXclusive)برای بیان روش باید با عملی به اسم OR) XOR آشنا شویم. این عمل را با علامت دهتیم کته   نشان می

 شود، یعنی:تولید می 1دهد و اگر مخالف باشدمی 0کند و اگر مساوی باشنددو بیت دریافت می

 1 0 1 , 0 1 1 , 1 1 0 , 0 0 0         
بیتی کافی است از سمت چپ حرکت کرده، بیت سمت چتپ را عینتاً در گتری     nبیتی به گری nبرای تبدیل کد باینری

 XORام در باینری را بتا بیتت ستمت چتپ آن در بتاینری     iام در گری کافی است بیتiقرار دهیم و سیس برای یافتن بیت

 کنیم:

 
n 1 n 2 n 3 1 0 binary

n 1 n 2 n 3 1 0 gray

(b b b b b )

(g g g g g )

  

  

  

 n 1 n 1 n 2 n 1 n 2 n 3 n 2 n 3 0 1g b , g b b , g b b , , g b b0               
 را با هشت بیت در کد گری نمایش دهید. 91عددمثال: 

91کنیم کهرا باینری می 91ابتدا حل: 64 16 8 2 1     :پسbinary91 (01011011)    حال طبتق فرمتول گفتته 

 کنیم:شده به گری تبدیل می

 7 6 5 4 3 2 1 0b 0 , b 1 , b 0 , b 1 , b 1 , b 0 , b 1 , b 1         

 7 7 6 7 6 5 6 5 4 5 4g b 0 , g b b 1 , g b b 1 , g b b 1 ,            

 3 4 3 2 3 2 1 2 1 0 1 0g b b 0 , g b b 1 , g b b 1 , g b b 0             
 gray91 (01110110)   

 فرمولی نیز برای تبدیل گری به باینری وجود دارد به شکل زیر است:
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n 1 n 2 n 3 1 0 gray

n 1 n 2 n 3 1 0 binary

(g g g g g )

(b b b b b )

  

  

 

 n 1 n 1 n 2 n 1 n 2 n 3 n 2 n 3 0 1b g , b b g , b b g , , b b g0              
خواصتی دارد از   XORکته دیتد  دست آورد. در فصل بعتدی ختواهیم    های قبلی بهتوان از فرمولها را میالبته این فرمول

aجمله اینکه اگر b c  آنگاهb a c  وc a b داشتیم ،n 2 n 1 n 2g b b    بنابراینn 2 n 1 n 2b b g     و

حاصتل   binary(01011011)را به باینری تبدیل کنید gray(01110110)ها اگربه همین ترتیب. به عنوان مثال با این فرمول

 شود.می

آن فاصل  یک  همانطورکه گفتیم کد گری تنوع زیادی دارد و هر کدی که هر دو عدد متوالی

 دهد.بیتی را نشان می 3گری یک داشته باشند کد گری است. مثلاً جدول مقابل

 

 

 

 

 

 

 

 

BCDکه به آن را نمایش داد 9تا 0نیز به کار برد یعنی فقط BCDتوان برایکد گری را می gray .گویند 

BCDجدول مقابل دو کد gray دهد که اولی انعکاسی است و دومتی را نشان میexcess BCD gray  باشتد. علتت   متی

ایتم در  نستبت داده  3در کد انعکاسی به رقتم  را که 0010شود این است کهاینکه به کد گری ستون آخر افزونی سه گفته می

 ایم.نسبت داده 0این کد به رقم

ex3 gray  reflexive gray  digit  

0010  0000  0 

0110  0001  1  

0111  0011  2  

0101  0010  3  

0100  0110  4 

1100  0111  5 

1101  0101  6  

1111  0100  7  

1110  1100  8  

1010  1101  9  
 کدهای تشخیص و تصحیح خطا -۱5

دهتد.  نمایش متی  111,110,101,100,011,010,001,000را به صورت 7تا 0بیتی داریم که 3فر  کنید کد باینری

را برای یک گیرنده ارسال کنیم یا از حافظه بخوانیم. اگر نویز یا خطا ایجاد شتود   011یعنی رشت  3خواهیم مثلاً عددحال می

شتود کته ایتن رشتته خطاستت      کنتد ولتی متوجته نمتی    را دریافت می 010و مثلاً بیت سمت راست عو  شود گیرنده رشت 

بوده است. حال فر  کنید ما برای گیرنتده، اعتداد    010کند هدف ما واقعاً ارسالنیز معتبر است و گیرنده فکر می 010چون

gray  

001 0 
101  1  
111  2  
110  3  
100  4 
000 5 
010  6 
011 7 
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را ارسال کنتیم. اگتر    0111خواهیم رشت باشد و میمی 1001تا 0000هایکنیم که شامل رشتهارسال می NBCDرا با کد

نتامعتبر   NBCDشود غلط است چون این رشته در کتد کند و متوجه میدریافت می 1111بیت سمت چپ خطا شود گیرنده

هتای نتامعتبر وجتود    های معتبر و هم رشتهتشخیص خطا وجود داشته باشد باید هم رشتهاست. به طور کلی برای آنکه قابلیت 

امعتبر رشته را استفاده نکنیم و تعدادی را ن n2رشت  دودویی وجود دارد ما تمام این n2بیت که nداشته باشند یعنی مثلاً با

های نامعتبر ایجاد شود، خطا را تشخیص دهیم. اکنون سؤال این استت کته اگتر متا     درنظر بگیریم که اگر خطا باعث شد رشته

فر  کنیم فقط یک بیت ممکن است خطا شود و نه بیشتر، و بخواهیم این خطا را تشخیص دهیم، کد باید چه شرطی داشتته  

را بختواهیم ارستال کنتیم و بیتت      0011یتوان یک بیت خطا را تشخیص داد مثلاً اگر رشتهلزوماً نمی NBCDباشد. در کد

یتک رشتت     0010کند که خطا قابل تشتخیص نیستت چتون   را دریافت می 0010سمت راست خطا شود آنگاه گیرنده رشت 

 است. معتبر

هستند. فاصله در  2دارای فاصل  1010و 0110های آن دو عدد است. مثلاً دو عددفاصل  بین دو عدد تعداد اختلاف بیت

ایتم فاصتل  یتک دارنتد و در چنتین      هیک کد برابر حداقل فاصله بین اعداد آن کد است. تمام کدهایی که تاکنون معرفتی کترد  

دارای فاصل  یتک هستتند و اگتر بیتت      1110و 0110توان یک خطا را تشخیص داد مثلاً دو عددکدهایی در حالت کلی نمی

باشد یعنی هر  2صله کد حداقلشوند. برای آنکه بتوان یک خطا را تشخیص داد باید فاسمت چپ عو  شود به هم تبدیل می

 بیت تفاوت داشته باشند. 2دو عدد در کد حداقل در

به اعداد آن کد اضتافه   (parity)برای آنکه بتوان فاصله کد را از یک به دو افزایش داد کافی است یک بیت موسوم به توان

هتا در  شود که تعداد یکاست. بیت توازن زوج طوری به هر عدد اضافه می (odd)و فرد (even)بیت توازن دو نوع زوج کنیم.

2های باینری سه بیتیهر عدد زوج شود. مثلاً در جدول مقابل به داده 1 0b b b ِبیت توازن زوجep جای  ایم. حال بهاضافه کرده

2آنکه سه بیتِ 1 0b b b 2بیت 4را برای گیرنده ارسال کنیم 1 0 eb b b p کنتیم و اگتر یتک بیتت خطتا شتود آنگتاه        را ارسال می

شود که نامعتبر است. اگر توجته کنیتد   ها فرد مییک بیت تعداد یکدهد که خطاست چون با عو  شدن گیرنده تشخیص می

2فاصله کدِ 1 0 eb b b p توان تشخیص داد.برابر دو است و یک خطا را می 

ep  0b  1b  2b  

0  0 0 0 

1  1 0 0 

1 0 1 0 

0 1 1 0 

1 0 0 1 

0 1 0 1 

0 0 1 1 

1 1 1 1 
 

تتوان فهمیتد   توان خطا در یک بیت را تشتخیص داد ولتی نمتی   دو فقط میولی با افزودن بیت توازن و تولید کدی با فاصل 

را دریافتت کنتد متوجته     0111ای رشتت  را تصحیح کرد. مثلاً اگر گیرنده توان خطاکدام بیت اشتباه شده است و در واقع نمی

تواند هتر  شود رشت  درست ارسالی چه بوده است )رشت  ارسالی میها فرد است ولی متوجه نمی1شود خطاست چون تعدادمی

باشد( برای آنکه کدی قابلیت تصحیح خطا داشته باشد یعنی بتوان فهمید  0110یا 0101یا 0011یا 1111هاییک از رشته

بیت تفاوت داشته باشند  3بسازیم. یعنی هر دو عدد در کدِ ما باید حداقل در 0کدام بیت اشتباه شده است باید کدی با فاصل  

بیتتی باشتند    4باید بیشتر از یک بیت به هر عدد اضافه کنیم. ثابت خواهیم کرد اگر اعتداد  3)چرا؟( برای ساختِ کد با فاصل 

 بیت اضافه کنیم. 4بیتی باشند باید 8بیت برای گیرنده ارسال کنیم و اگر اعداد 7بیت اضافه کنیم و 3باید
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وجتود آیتد،    ترین کد که قابلیت تصحیح یک بیت خطا را دارد کد همینگ است. یعنی اگتر در یتک بیتت خطتا بته     معروف

هتا اضتافه   بیتت بته ایتن داده    3بیتتی هستتند،   4کند. فر  کنید اعداد اولی  ماشود و آن بیت را عو  میگیرنده متوجه می

 کنیم به صورتمی گذاریبیت را شماره 7کنیم. اینبیت برای گیرنده ارسال می 7کنیم ومی

 
1 2 3 4 5 6 7

  

3داده اولیتتته را 5 6 7b b b b 1بیتتتت اضتتتافه شتتتده را  3نتتتامیم ومتتتی 2 4c c c بیتتتت  7کنتتتیم وگتتتذاری متتتی نتتتام

1ارسالی 2 3 4 5 6 7c c b c b b b هتایی کته شتمارة    )مکان 4,2,1هایهای اضافه شده در مکاندر واقع در کد همینگ بیت باشدمی

4های اضافه شدةگیرند. بیتاست( قرار می 2آنها توانی از 2 1c ,c ,c آیند.دست می های زیر بهبا فرمول 

 1 3 5 7c b b b XOR(3,5,7)     

 2 3 6 7c b b b XOR(3,6,7)     

 4 5 6 7c b b b XOR(5,6,7)     
 شود.می 1ها فرد باشد خروجی1کند که اگر تعدادروی چند بیت به این صورت عمل می XORعمل

1مثلاً 1 1 1   1و 0 1 0  . 

 4,2,1را بته صتورت جمتع    7,6,5,3هتای دادة اصتلی یعنتی   های فوق توجه کنید که اگر شتمارة بیتت  برای حفظ فرمول

3بنویسید یعنی 2 1 ،5 4 1 ،6 4 2 ،7 4 2 1   1دارند سازندة 1که عاملِ 7,5,3هایو حال شمارهc .هستند 

 هستند. 4cدارند سازندة 4که عامل 7,6,5هستند و 2cدارند سازندة 2که عامل 7,6,3

3ختواهیم دادة ها فر  کنید متی برای در  این فرمول 5 6 7b b b b 0101     ،4را بترای گیرنتده ارستال کنتیم 2 1c ,c ,c  را

 کنیم:ضافه میمحاسبه کرده به داده ا

1 2 4c XOR(0,1,1) 0 , c XOR(0,0,1) , c XOR(1,0,1) 0    1,1 2 4c XOR(0,1,1) 0 , c XOR(0,0,1) , c XOR(1,0,1) 0      
1پس دادة ارسالی به گیرنده 2 3 4 5 6 7c c b c b b b 0100101 هتای زیتر در صتورت    باشد. حال گیرنده با کمتک فرمتول  می

 کند:فهمد و آن را درست میوجود خطا، محل خطا را می

 1 2 4d XOR(1,3,5,7) , d XOR(2,3,6,7) , d XOR(4,5,6,7)    
اضتافه شتده استت.     XORها نیتز بته داختل   cهای فرستنده است فقط خود بیت حاصل یعنیها همان فرمولاین فرمول

4گیرنده 2 1d d d 4کند. اگرخطا را مشخص می بیند که شمارةبیتی می 3را به عنوان یک عدد 2 1d d d 000    یعنتی خطتایی

4وجود ندارد اگر 2 1d d d 001 1یعنی 1یعنی بیت شمارةc 4خطا شده است. اگر 2 1d d d 010 2یتا  2یعنی بیت شمارةc 

4اشتتتباه استتت. اگتتر 2 1d d d 011 3یتتا 3یعنتتی بیتتت شتتمارةb   اشتتتباه استتت و بایتتد عتتو  شتتود و بتته همتتین ترتیتتب

4اگر 2 1d d d 111 اشتباه است و باید عو  شود. 7یعنی بیت شمارة 

دریافت کرده استت. بتا    0100111را ارسال کرده ولی گیرنده 0100101بیتی 7به عنوان مثال فر  کنید فرستنده دادة

4هایتوجه به فرمول 2 1d ,d ,d :داریم 

 1 2 4d XOR(0,0,1,1) 0 , d XOR(1,0,1,1) 1 , d XOR(0,1,1,1) 1       
4یعنی 2 1d d d 110 خطاست و باید عو  شود که اگتر ایتن بیتت را عتو  کنتیم همتان دادة ارستالی         6که یعنی بیت

 آید.دست می فرستنده به

بیت اضتافه شتده    4بیت ارسال کنیم. 12بیت اضافه کنیم و 4بیتی کد همینگ بسازیم. باید 8هایحال بیایید برای داده

 آوریم:دست می های زیر بهقرار داده و با فرمول 8,4,2,1هایرا در مکان

 1 2

4 8

c XOR(3,5,7,9,11) , c XOR(3,6,7,10,11)

c XOR(5,6,7,12) , c XOR(9,10,11,12)

 

 
  

 
1 2 4 8

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

C C C C
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3بیتی 8مثلاً برای ارسال دادة 5 6 7 9 10 11 12b b b b b b b b 10001101:مقادیر اضافه شده عبارتند از ، 

 1 2

4 8

c XOR(1,0,0,1,0) 0 , c XOR(1,0,0,1,0) 0

c XOR(0,0,0,1) 1 , c XOR(1,1,0,1) 1

   

   
  

ایجتاد   های زیر در صورتی که در یک بیت خطتا باشد. حال گیرنده با فرمولمی 001100011101پس دوازده بیت ارسالی

 کند:فهمد و تصحیح میشود می

 1 2

4 8

d XOR(1,3,5,7,9,11) , d XOR(2,3,6,7,10,11)

d XOR(4,5,6,7,12) , d XOR(8,9,10,11,12)

 

 
  

8عدد 4 2 1d d d d 1هتای یتک از بیتت  دهتد کتدام  باشد نشان می 1100تا 0001اگر صفر باشد یعنی عدم وجود خطا و اگر 

 خطاست. 12تا

را  001110011101ایتم و گیرنتده  را برای گیرنده ارستال کترده   001100011101بیتِ 12به عنوان مثال فر  کنید ما

8هایدریافت کرده است. با توجه به فرمول 4 2 1d ,d ,d ,d: 

 

1

2
8 4 2 1

4

8

d XOR(0,1,1,0,1,0) 1

d XOR(0,1,0,0,1,0) 0
d d d d 0101

d XOR(1,1,0,0,1) 1

d XOR(1,1,1,0,1) 0

  


  
 

  
  

 

 رسیم.باشد که به همان دادة ارسالی توسط فرستنده می 0خطاست که باید 5پس بیت

یتک خطتا را    بیتی باید چند بیتت اضتافه کنتیم کته بتتوان      nهایخواهیم به این سؤال جواب دهیم که به دادهاکنون می

 8بیت اضافه شده برای گیرنده 3بیت ارسال کردیم و این 7بیت اضافه کردیم و 3بیتی ما 4هایتصحیح کرد. در حالت داده

 8هتای حالت دیگر نشان داد کدام خانته خطاستت. یتا بترای داده     7یعنی عدم وجود خطا و 000که حالتِ حالت درست کرد

یعنی عدم وجود خطتا   0000حالت دارد و حالتِ 16بیتِ اضافه شده 4بیت ارسال کردیم که 12بیت اضافه کردیم و 4بیتی

 دهد کدام بیتِ ارسالی اشتباه شده است.نشان می 1100تا 0001حالت آن یعنی از 12حالت دیگر 15و از

nکنیم وبیت اضافه می kبیتی ما nهایبه طور کلی برای داده k   کنتیم. بیت ارستال متیk      بیتت اضتافه شتده بترای

k2دهندة عدم وجود خطاستت و کند که یک حالت آن نشانحالت درست می k2گیرنده 1       حالتت دیگتر بایتد نشتان دهتد

nیک ازکدام k بیت ارسالی خطا شده است که یعنی بایدk2 1 n k   وان بتا داشتتن  تو از این نامساوی میn  حتداقل ،

 دست آورد. را به kمقدار

بیتی حداقل چند بیت اضافه کنیم که بتوان یک بیات خطاا را تشاخیص داد و تصاحیح      27هایبه دادهمثال: 

 کرد؟

nحل: 27 ِحداقلِ و به دنبالk هستیم، با توجه بهk2 1 27 k   پسk2 k 28  کهk 6    جواب استت. پتس

 اضافه کنیم. 27بیت به 6باید حداقل

 را بیابید. nایم که یک خطا را تصحیح کنیم. مقادیربیت اضافه کرده 5بیتی nهایبه دادهمثال: 

kحل: 5  52و با توجه به رابط 1 n 5   شود کهنتیجه میn 26 .پسn باشد. بترای یتافتنِ   بیت می 26حداکثر

kکافی است بررسی کنیم به ازای nحداقلِ 4ِحداکثر ،n باشد:چند می 
42 1 n 4   کهn 11 پس به ازایn 12 تاn 26 بیت اضافه کنتیم کته یتک بیتت خطتا را       5بیت باید حداقل

 تصحیح کنیم.

وقتوع خطتا در یتک یتا دو     ما تاکنون فر  کردیم احتمال وجود خطا در یک بیت وجود دارد و نه بیشتر. ولی اگر احتمال 

بیتی باید حداقل چند بیت اضافه کنیم که بتوان خطا در یتک بیتت یتا دو بیتت را      nهایبیت وجود داشته باشد آنگاه به داده

nایم وبیت اضافه کرده kبیت nتصحیح کند؟ فر  کنید به k ایم.بیت ارسال کردهk   بیتِ اضافه شده بترای گیرنتدهk2 

k2کند که یک حالتِ آن عدم وجود خطاست وحالت ایجاد می 1     حالتِ دیگر باید بتوانند محتل خطتا در هتر یتک ازn k 
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nبیت یا در هر دو بیت از k بیت را نشان دهند که تعداد حالات دو بیت ازn k ِبیت برابر ترکیب
n k

2

 
 
 
باشد پتس  می 

 باید:

 k n k
2 1 n k

2

 
    

 
 

یعنی nاز mکنیم که ترکیبیادآوری می
n

m

 
 
 
!nبرابر 

m!(n m)!
طتور ختاص   باشتد و بته  می 

n

2

 
 
 

n(nبرابتر    1)

2

 

 باشد.می

 بیت اضافه کنیم که بتوان خطا در یک یا دو بیت را تصحیح کرد؟ بیتی، حداقل چند 4هایبه دادهمثال: 

nحل: 4 ِو به دنبالِ حداقلk :هستیم k 4 k
2 1 4 k

2

 
    

 
  

kباید آزمایش و خطا کنیم که به kبرای یافتن 6 رسیم:می 

 6 4 6
2 1 4 6 63 10 45

2

 
       

 
  

بیتت تفتاوت داشتته     dباشد )یعنی هر دو عدد در کد حتداقل در  dدر پایان خوب است بدانید که اگر فاصله در کدی برابر

dتوان حداکثرباشند( آنگاه می 1 تتوان حتداکثر  توان تصتحیح کترد( و متی   ا تشخیص داد )ولی نمیخطا رd 1
2
 

  
خطتا را   

 تصحیح کرد.

5حتداکثر  تتا  5توان تشخیص داد. با فاصتل  بیت خطا را می 4بسازیم آنگاه تا 5مثلاً اگر کدی با فاصل  1
2

2
  

  
بیتت   

 توان تصحیح کرد.خطا را می

 خلاصه فصل

rاز ارقتتام rدر مبنتتای -7 1, ,1,0 انتتد شتتود. بتترای نشتتان دادن ارقتتامی کتته از دو رقتتم تشتتکیل شتتده استتتفاده متتی

 شود.استفاده می C,B,A,از حروف 12,11,10,یعنی

دست آمده را جمتع   کافی است هر رقم را در ارزش آن رقم ضرب کنیم و مقادیر به 10برای تبدیل یک عدد به مبنای -7

n  کنیم. در عدد 1 n 2 1 0 1 2 m r(a a ...a a .a a ...a )     ارزشِ رقمia برابرir باشد.می 

دستت   هتای بته  قسمتتقسیم و خارج rکافی است قسمت صحیح را به rبه مبنای 10برای تبدیل یک عدد از مبنای -0

هتا را کنتار هتم    مانتده مانتده، بتاقی  قسمتِ صفر برسیم و سیس از آخرین باقیقتی به خارجتقسیم کنیم تا و rآمده را مجدد به

کنتیم و قستمت صتحیح    ضترب متی   rباشتد(. قستمت اعشتار را نیتز در    مانده رقم با ارزشِ حاصل مینویسیم )آخرین باقیمی

ضترب   rضترب را در کنیم و سیس قسمت اعشارِ حاصلب یادداشت میضرب را به عنوان اولین رقم بعد از ممیز در جواحاصل

کنیم تا وقتی که قسمت اعشار صفر شود )مختوم( یا به یک تکرار برستد  ضرب را یادداشت میکنیم و قسمت صحیح حاصلمی

 )متناوب(.

رقتم در   xبه جای هر رقتم بایتد   rبه xrتوان مستقیم به هم تبدیل کرد. برای تبدیل از مبنایرا می xrو rمبناهای -4

رقم )قسمت صتحیح از راستت و قستمت اعشتار از چتپ بته        xبه جای هر xrبه rقرار دهیم. برای تبدیل از مبنای rمبنای

 قرار دهیم. xrتایی تفکیک شوند( باید یک رقم در مبنایxهایدسته

نیاز به rدر مبنای xبرای نمایش عدد -5   )x(logxlog rr 11  .رقم است 

rnنیاز به rدر مبنای tرقمیِ مبنای nبرای نمایش اعداد -5 log t   رقم در مبنایr .است 

rدو مکمتتتل تعریتتتف شتتتده استتتت. مکمتتتل aبتتترای عتتتدد rدر مبنتتتای -2 1 یافتتتته کتتته یتتتا مکمتتتل کتتتاهش

nبرابر m
r 1[a] r r a
    باشد و مکملمیr نا که برابریا مکمل مبn

r[a] r a   باشتد. بترای یتافتن مکمتل    متیr 1 
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rتر عمل کرد و هم  ارقام را ازتوان سریعمی 1 کم کرد. برای یافتن مکملr  کننتد.  ، صفرهای سمت راست عدد تغییتر نمتی

rو سایر ارقام از rرصفر ازاولین رقم غی 1 شوند.کم می 

 های مختلفی هست از جمله، علامت مقدار، مکمل یک و مکمل دو.روش 2دار در مبنایبرای نمایش اعداد علامت -1

و  02ت است یعنی بیت سمت راست )عدد صحیح استت( دارای ارزش علامها مثل سیستم بیدر این سه روش ارزش بیت

nعلامتت دارای ارزش بیت در سیستتم بتی   nباشد. فقط بیت سمت چپ بامی 1,2بیت بعدی 12    هتا  استت و در سیستتم

nارزش مکمل دو دارای 12  است و در سیستم مکمل یک دارای ارزشn 1(2 1)     است و در سیستم علامت مقتدار ایتن

 دهد.بیت دارای ارزش نیست و فقط علامت را نشان می

شتوند. اگتر حاصتلِ    مقتداردهی متی   S,Z,V,Cهایشود، فلگدر کامییوترها وقتی عملی مثل جمع یا تفریق انجام می -7

Zعملیات صفر باشد 1          اگتر حاصتل منفتی باشتد یعنتی بیتت چتپ حاصتل یتک باشتد ،S 1   مجتاز   ، اگتر حاصتل در بتازة

Vنباشد 1اگر از بیت سمت چپ رقم نقلی خارج شود ،C 1. 

Aدر عمل جمعِ 2در سیستم مکمل -73 B     شر  لازم و کافی برای وقتوع سترریز آن استت کتهA وB    هتم علامتت

بیت سمت چتپ بتا رقتم نقلتی خروجتی از آن بیتت مستاوی         باشند ولی علامت حاصل متفاوت باشد، یا رقم نقلی وارد شده به

 نباشد.

Aدر عمتل تفریتق   2در سیستم مکمل -77 B   تتوان بتا جمتع   کته متیA B 1       تبتدیل کترد، شتر  لازم و کتافی

Aبرای B آن است کهs v 0  و برایA B آن است کهs v 1  و برایA B آن است کهZ 1 و برایA B 

Zآن است که 0. 

Aعِدر سیستم مکمل یک در عمل جم -77 B             رقتم نقلتیِ خروجتی بایتد بتا حاصتل مجتدد جمتع شتود. بترای انجتام

Aتفریق B توان به جمع تبدیل کرد کهمیA B ها در این سیستم مشتابه سیستتم مکمتل    شود. نکات مربو  به فلگمی

 دو است.

Cاگتر  بیت ذخیره شتود آنگتاه   nبیتی با هم جمع شوند و حاصل در nت اگر دو عددعلامدر سیستم بی -70 1   یعنتی

Aسرریز رخ داده است. برای انجام تفریقِ B توان به جمعِمیA B 1  بدیل کرد که شر  لازم و کافی برایتA B  آن

Cاست که 1  و بترایA B   آن استت کتهC 0   ِالبتته اگتر عمتل.A B   انجتام دهتیم شتر  لازم و کتافی     قتر   را بتا

Aبرای B آن است کهC 0 و برایA B آن است کهC 1. 

ختود مکمتل    8421و 3excess،2421ایدهنتد. کتده  دودویی نمایش می به صورترا  9تا 0ارقام BCDکدهای -74

 خودمکمتل  8421یتا  NBCDشود. کدمی 9ی آنها مکملدهدههستند یعنی اگر شکل دودویی آنها را مکمل یک کنیم شکل

کنتیم. یتک روش   یک جمع کنیم و حاصل را مکمل  6در این کد یک روش این است که ابتدا با 9نیست و برای یافتن مکمل

ه جمتع  داری کت اصتولاً کتد وزن   نظر کنیم.این است که ابتدا مکمل یک کنیم و حاصل را با ده جمع کنیم و از رقم نقلی صرف

 تواند خود مکمل باشد.نیست نمی 7های آن وزن

ترین گتری،  کد گری دارای این خاصیت است که هر دو عدد متوالی در این کد فقط در یک بیت تفاوت دارند. معروف -75

ا بیتت ستمت چتپِ آن در    ام در بتاینری را بت  iگری انعکاسی است. برای تبدیل یک کتد بتاینری بته گتری کتافی استت بیتت       

 آید.دست می ام در گری بهiکنیم و بیت XORباینری

باشتد. کتدی کته فاصتل  دو      2برای آنکه در یک کد بتوان وقوع خطا را تشخیص داد باید فاصل  بین اعدادِ کد حداقل -75

dدارد قابلیت تشخیصِ حداکثر dتشخیص یک بیت خطا را دارد. کدی که فاصل  دارد قابلیت 1 .بیت خطا را دارد 

باشد.  3برای آنکه در یک کد بتوان وقوع خطا در یک بیت را تشخیص داد و آن را تصحیح کرد فاصله کد باید حداقل -72

dدارد قابلیتت تصتحیح حتداکثر    dدارد قابلیت تصحیحِ یک بیت خطا را دارد. کدی که فاصل  3کدی که فاصل  1
2
 

  
بیتت   

 خطا را دارد.

اضافه کنیم کته   بیت k  یک دارد قابلیت تصحیح یک خطا را ایجاد کنیم بایدبیتی که فاصل nبرای آنکه در یک کد -71

k2از رابطه kحداقلِ 1 n k   آید.دست می به 
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