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سخن مولف:

خدايا ما را بر آن بدار که لایق بندگی تو باشیم.
با توجه به استقبال فراوان دانشجويان عزيز براي ورود به دانشگاه‌ و آزمون‌هاي ورودي دانشگاه‌ها 
و همچنين كمبود كتاب‌هاي آموزشي مفيد و مناسب، سعي بر اين داشتيم تا كتابي در خور 

علم و شأن شما عزيزان ارايه دهيم. 
در اين كتاب س��عي كرديم كه درس به‌طور كامل و مفيد تدريس ش��ود تا هيچ شبهه‌اي در 

مطالب اين كتاب وجود نداشته باشد. 
رويكرد ما در تاليف اين كتاب، آموزشي و آزمون محور بوده و دانشجويان عزيز با مطالعه‌ دقيق 
و عميق كتاب حاضر، قادر خواهند بود كه به س��والات آزمون‌هاي ورودي دانش��گاه‌ها، پاسخ 

مناسب دهند. به‌طور كلي كتاب حاضر دربردارنده موارد زير است:
1( اراي��ه‌ درس به‌طور كام��ل و جامع و مفيد به‌طوري كه هيچ مطلب مفيدي از قلم نيفتاده 

باشد. 
2( ارايه‌ تست‌هاي تاليفي و كنكور در درس‌‌نامه‌ها براي تمرين و بيان بهتر مطالب درسي

3( ارايه‌ بيش از 800 پرس��ش چهار‌گزينه‌اي س��ال‌هاي گذش��ته به همراه تست‌هاي آزمون 
سراسري سال 89 .

4( پاسخ تشريحي پرسش‌هاي چهار گزينه‌اي به‌طوري كه به‌راحتي قابل فهم براي خواننده 
باشد. 

5( بيان روش‌هاي كوتاه و تستي در پاسخ‌هاي تشريحي 
6( بيان سوالات تستي و كوتاه در قالب نكات و آموزش درس

7( حل مرحله به مرحله‌ سوالات به‌طوري كه هر دانشجويي با هر رتبه علمي به‌راحتي بتواند 
مطلب را فراگيرد.

تالي��ف هي��چ كتاب��ي ب��دون نق��ص و اش��تباه نخواه��د ب��ود بنابراي��ن از همه دوس��تان، 
 هم��كاران اس��اتيد بزرگ��وار تقاض��ا داري��م ت��ا نظ��رات و انتق��ادات خ��ود را ب��ه ايمي��ل

 m_mohamadpoor@yahoo.com ارسال نمايند. 
در آخر از جناب آقاي دكتر س��ياري و آقاي مهندس سياري مديران محترم موسسه‌ ماهان، 
همچنين دوس��ت عزيز و محترم اين‌جانب، جناب آقاي مهندس روشناس كه زمينه را براي 

تاليف اين كتاب فراهم نمودند، كمال تشكر و سپاس‌گزاري را دارم. 
همچنین از همه همكاران محترم و عزيزي كه همگي از هيچ تلاشي براي ارايه مطلوب اين 

كتاب فروگذار نكرده‌اند، تشكر و قدرداني مي‌نمايم. 
محمد محمدپور



معادلات  دیفرانسیل

فصل اول: مقدمه‌اي بر معادلات ديفرانسيل
تعريف معادله ديفرانسيلي 	 

تعريف مرتبه و درجه 	 
انواع معادلات ديفرانسيل 	 

تعريف جواب معادله 	 
تعريف جواب عمومي 	 
جواب غيرعادي 	 
مسيرهاي متعامد 	 

تست‌هاي طبقه‌بندي شده  فصل اول	 
پاسخ نامه تشريحي تست‌هاي  فصل اول 	 

فصل دوم: معادلات ديفرانسيل مرتبه اول
قضيه يكتايي جواب 	 

نحوه تشكيل معادله ديفرانسيل 	 
تابع جداپذير 	 
معادله جداپذير 	 
حل معادله جداپذير 	 
تابع همگن 	 
معادله همگن 	 

		 روش حل معادلات همگن 
 	 y f (ax by c)¢= + + معادلات به‌فرم 

 	 
a x b y c

y f ( )
a x b y c

+ +
¢=

+ +
1 1 1

2 2 2

معادلات به‌فرم 

معادلات كامل 	 
روش حل معادلات كامل 	 
تعريف عامل انتگرال‌ساز	 

روش‌هاي محاسبه عامل انتگرال‌ساز 	 
 	 Pdx Qdy+ = o روش حل معادله

معادلات مرتبه اول خطي 	 
تعميم معادله مرتبه اول خطي 	 

9♦

25♦

معادله برنولي 	 
حل معادله برنولي 	 
معادله ريكاتي 	 
حل معادله ريكاتي 	 

حل معادلات مرتبه اول با درجه غير از يك 	 
محاسبه جواب ويژه از روي جواب عمومي 	 

معادله كلرو 	 
معادله لاگرانژ 	 

تست‌هاي طبقه‌بندي شده  فصل دوم
پاسخ نامه تشريحي تست‌هاي  فصل دوم

 
فصل سوم: معادلات ديفرانسيل مرتبه دوم

معادلات ديفرانسيل مرتبه دوم 	 
حل معادلات مرتبه دوم 	 

 	 f (x, x , x )¢ ¢¢ = o به‌فرم y معادله فاقد
 	 f (y, y , y )¢ ¢¢ = o به‌فرم x معادله فاقد

 	 f (y )¢¢ = o معادله به‌فرم
معادلات ديفرانسيل مرتبه دوم خطي ناهمگن 	 

الگوريتم حل معادله مرتبه دوم 	 
تعريف دو جواب مستقل خطي 	 

 	 cy تعريف 
 	 cy روش محاسبه 
		 روش كاهش مرتبه 

  	 y1 روش‌هاي يافتن 
حل معادلات خطي مرتبه دوم با ضرايب ثابت 	 

معادلات كوشي – اويلر 	 
حل معادلات كوشي – اويلر 	 

حل معادله مرتبه دوم خطي ناهمگن در حالت كلي 	 
 	 py روش‌هاي محاسبه 

روش تغيير متغير 	 
py به روش ضرايب نامعين 	   محاسبه 
  	 py روش عملگرهاي معكوس براي يافتن 

انتقال تابع نمايي در عملگرها 	 

267♦



روش حذف ضريب مشتق 	  
معادله مرتبه دوم كامل 	  

تست‌هاي طبقه‌بندي شده فصل سوم   
پاسخ نامه تشريحي تست‌هاي  فصل سوم

 
فصل چهارم: حل معادلات ديفرانسيل به كمك سري‌ها

تعريف سري تواني 	  
بسط تيلور 	  

بسط مك‌لورن 	  
تعريف تابع تحليلي 	  

تعريف نقطه عادي و غير عادي 	  
تعريف نقطه منظم و نامنظم 	  

y حول  f (x)y g(x)y¢¢ ¢+ + = o حل معادل��ه 
  	 x x= o نقطه عادي

به‌دس��ت آوردن شعاع همگرايي جواب‌هاي سري معادله 
  	 y f (x)y g(x)y¢¢ ¢+ + = o

y حول  f (x)y g(x)y¢¢ ¢+ + = o حل معادل��ه 
  	 x x= o نقطه غيرعادي
معادله ديفرانسيل لژاندر 	  

چند جمله‌اي لژاندر 	  
فرمول رودريگرز 	  

كاربرد چند جمله‌اي‌هاي لژاندر 	  
قضيه بسط لژاندر – فوريه 	  
  	 n معادله ديفرانسيل بسل مرتبه

تعريف تابع گاما 	  
خواص تابع گاما 	  

  	 n تابع بسل نوع اول از مرتبه
  	 n تابع بسل نوع دوم از مرتبه

تبديل برخي از معادلات ديفرانس��يل به معادله بس��ل با 
استفاده از تغيير متغير 	  

تعامد توابع بسل نوع اول 	  
قضيه تابع مولد 	  

معادله بسل اصلاح شده 	  
تست‌هاي طبقه‌بندي شده فصل چهارم 	  

پاسخ نامه تشريحي تست‌هاي  فصل چهارم

 فصل پنجم: تبديلات لاپلاس و كاربردهاي آن
تعريف لاپلاس 	  

شرط وجود تبديل لاپلاس 	  
جمع جبري تبديلات لاپلاس 	  
تعريف تبديل لاپلاس معكوس 	  

قضيه اول انتقال 	  
تعريف پيچش 	  
قضيه پيچش 	  
تعريف تابع هيويسايد 	  
قضيه دوم انتقال 	  
تابع دلتاي ديراك 	  
قضيه سوم انتقال 	  
تابع متناوب 	  

تبديل لاپلاس و مشتق 	  
قضيه تبديل لاپلاس انتگرال 	  

خاصيت تغيير مقياس در تبديل لاپلاس 	  
قضيه تبديل لاپلاس مشتق 	  

تست‌هاي طبقه‌بندي شده فصل پنجم 	  
پاسخ نامه تشريحي تست‌هاي  فصل پنجم	  

سوالات چهارگزینه‌ای کنکور سراسری سال 93-91

منابع و مآخذ 

379♦

465♦

555♦

583♦





7

مهربان و همسر  پشتیبان  به  تقديم 
  و صبورم كه بنده را 

در تالیف اين اثر یاری کردند
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معادلات  دیفرانسیل

مقدمه‌اي بر معادلات ديفرانسيل

تعريف: از تركيب يك تابع يك متغيره و مشتقات آن تابع نسبت به متغير، معادله‌اي حاصل مي‌شود كه به آن معادله ديفرانسيلي گفته مي‌شود. 
معادلات ديفرانسيل به دو دسته تقسيم مي‌شوند. 

y و يا  xy′ − معادلات ديفرانس�يلي معمولي: كه داراي يك متغير مس��تقل بوده و ش��امل مش��تقات معمولي اس��ت مانند معادله: 1=

. y x y y cos x′′ ′− − =2

معادله ديفرانسيلي با مشتقات جزئي كه شامل مشتقات جزئي بوده و داراي بيش از يك متغير مستقل خواهد بود مانند معادله:

x yu u xy+ =

تعريف مرتبه و درجه 

مرتبه: بالاترين مشتق موجود در يك معادله را مرتبه آن معادله مي‌گويند. 
درجه: بالاترين توان قسمت مرتبه يك معادله را درجه آن معادله مي‌گويند. 

 مرتبه و درجه معادلات مقابل را تعيين كنيد. 

y y xy sin x′′ ′− − =3 		 مرتبه 2 – درجه 3 

y y sin x y′ ′′− − =2 5 		 مرتبه 2 – درجه 2 

ام را مي‌توان به‌صورت زير نمايش داد:  n پس يك معادله ديفرانسيل مرتبه 

( )(n) (n ) (n )F y , y , y ,..., y , y, x− − ′ =1 2


انواع معادلات ديفرانسيلي

) خطي باشد، به آن معادله  )ny ,..., y , y′′ ′ معادلات خطي و غيرخطي: اگر معادله ديفرانسيل برحسب متغير وابسته و مشتقات آن يعني 
خطي مي‌گويند و در غير اين‌صورت معادله غير خطي خواهد بود. معادله ديفرانسيل خطي از مرتبه n به صورت زير است: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )(n ) (n)
n na x y a x y ... a x y a x y g x−
−′+ + + + =1

0 1 1

g(x) آن‌گاه معادل��ه همگن )هم��وژن( خواهد بود و اگر غير صفر باش��د، به آن معادله ناهمگن مي‌گوين��د. به‌عنوان مثال معادله  =  و اگ��ر

y3 اس��ت پس غيرخطي اس��ت و چون سمت راست صفر نيست پس  dy يك معادله غيرخطي و ناهمگن اس��ت. داراي جمله  xy
dx

+ =3 1

ناهمگن است. 

ام داراي مشتق باشد و  n ام مي‌گويند هرگاه تا مرتبه  n y را جواب يك معادله ديفرانسيلي مرتبه  y(x)= تعريف جواب يك معادله: تابع 
در معادله صدق كند. 

y است.  y x′′ + = −4 xy جواب معادله  cos x= −2
4

 نشان دهيد كه 
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xy cos x y sin x y cos x′ ′′= − ⇒ = − − ⇒ = − −
12 2 2 4 2

4 4


) طرف اول معادله ) xy y cos x cos x cos x cos x x ′′⇒ + = − + − = − + − 
 

4 4 2 4 2 4 2 4 2
4

 

y y x′′⇒ + = −4 طرف دوم معادله 

جواب كدام‌يك از معادلات زير است؟  y c cos x c sin x cos x1 2
1 2
3

= + −   عبارت 

 y y sin x′′ + = 2  )4 		 y y′′ + =   )3 	y y cos x′ + = 2  )2 	 y y cos x′′ + = 2  )1

 گزينه1(
y C cos x C sin x cos x= + −1 2

1 2
3

y C sin x C cos x sin x′⇒ = − + +1 2
2 2
3

y C cos x C sin x cos x′′⇒ = − − +1 2
4 2
3

y طرف اول y C cos x C sin x cos x C cos x C sin x cos x1 2 1 2
4 12 2
3 3

′′⇒ + = − − + + + −

 cos x cos x3 2 2
3

= = طرف دوم 

تعريف جواب عمومي 

اگر در يك جواب معادله ديفرانسيلي به تعداد مرتبه معادله، پارامتر داشته باشيم آن جواب را جواب عمومي مي‌گويند. به عنوان مثال، در مثال قبل

y است. زيرا به اندازه مرتبه معادله يعني 2 )مشتق  y cos x′′ + = 2 y جواب عمومي معادله C cos x C sin x cos x= + −1 2
1 2
3

C است.  ,C2 دوم( داراي پارامترهاي 1

چنا‌‌‌ن‌چه در جواب عمومي به جاي پارامترها با توجه به شرايط مساله اعداد مشخص قرار دهيم، به آن جواب، جواب خصوصي گفته مي‌شود. به 

C باشد، به آن جواب خصوصي گفته مي‌شود و به صورت مقابل خواهد بود.  =2  و C =1 عنوان مثال اگر در مقابل قبلي 1

( )y cos x ( )sin x cos x y cos x cos x= + − ⇒ = −
1 11 2 2
3 3



جواب غيرعادي: 
C از دو رابطه حاصل در صورت امكان، جواب ويژه حاصل مي‌شود.  اگر از جواب عمومي نسبت به پارامتر موجود مشتق بگيريم، با حذف 

 جواب ويژه متناظر هر يك از دسته‌هاي جواب‌هاي زير را در صورت امكان به‌دست آوريد.

x) y cx c x c c= − → = − ⇒ =21 2
2



x x x x xy x y ⇒ = × − ⇒ = − = 
 

2 2 2 2

2 2 2 4 4

c مشتق نسبت به

مقدمه‌اي بر معادلات ديفرانسيل
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معادلات  دیفرانسیل

( ) ( )) x c y c x c c x y y2 2 2 22 2 2− + = → − − + = ⇒ = ⇒ = ⇒ =   

 معادله ديفرانسيلي خطي فاقد جواب غيرعادي )ويژه( است.

مسيرهاي متعامد يا قائم: 

 ( )F x, y, y′ =  از آن‌جا كه ′y به معناي ضريب زاويه خط مماس بر منحني مورد نظر در نقطه تماس بر آن است، لذا اگر در معادله ديفرانسيلي 

,F(x در اين صورت معادله ديفرانسيلي حاصل را معادله ديفرانسيلي مسيرهاي متعامد مي‌نامند كه بر دسته جواب‌هاي  y, )
y
−

=
′
1

 قرار دهيم

 به معناي نسبت يا ضريب زاويه خط قائم در نقطه مذكور بر منحني مسيرهاي قائم 
y
−
′
,F(x عمود است. زيرا 1 y, y )′ =  متناظر معادله 

است. 

y مسيرهاي متعامد دسته جواب‌ زير كدام است؟ cx=

y x c− =2 2  )4 		 x y c− =2  )3 	 	x y c+ =2 2 2 ‌)2 		 x y c+ =2 2  )1

 گزينه 2(
( , )  معادله ديفرانسيل متناظر دسته خطوط گذرنده از 

y cx y c y y x′ ′= → = ⇒ =

y x
y
−

⇒ =
′
1 معادله ديفرانسيل مسيرهاي متعامد 

 

y x x ydy xdxdy
dx

−
= ⇒ ⇒ = −

1
⇒

y x x yydy xdx c c− +
⇒ = − ⇒ = + ⇒ =∫ ∫

2 2 2 2

1 12 2 2

c c

x y C x y C
=

⇒ = ⇒ + =
1 22

2 2 1 2 2 2
1 22                                    C2 ) و شعاع  , )  دسته دواير به مركز 

y كدام است؟ cx= 2   مسيرهاي قائم دسته جواب 

y x
c c

+
1

2 2

2 2
1 2

 )4 	
	

x y
c c
+ =

2

2 2
1 1

1 )3 		 x y
+ =

2 2

1
2 4

 )2 		 x y
c c
+ =

2

1 1

1 )1

 گزينه4(
yy Cx y Cx C
x
′

′= ⇒ = ⇒ =2 2
2

y yy .x y x
x
′ ′

⇒ = ⇒ =2

2 2
معادله ديفرانسيل دسته سهمي‌هاي فوق    
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1- تبديل مي‌كنيم:
y حال 'y را به 

yy .x y x
y

−
′ −

⇒ = ⇒
′

1
1

2 2
معادله ديفرانسيل مسيرهاي قائم    	 

  
x dy x xyy y ydy dx

dx
− − −′⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒
2 2 2

x y x y xydy dx c c− −
= ⇒ = + ⇒ + =∫ ∫

2 2 2 2

1 12 2 4 2 4

y x
c c

⇒ + =
2 2

2 2
1 1

1
2

دسته بيضي‌ها        

مقدمه‌اي بر معادلات ديفرانسيل
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معادلات  دیفرانسیل

تست‌هاي طبقه‌بندي شده فصل اول 

α, چه رابطه‌اي بدست مي‌آيد؟  β ) در صورت حذف ثابت‌هاي  )y cos x= β ω +α 1- در معادله 

y y′′ ′− ω =3   )2 				    ( )y xy y′ ′= + +2 1 )1

y y′ − ω = −3 12  )4 					    y y′′ + ω =2
  )3

)مهندسي عمران- سراسري  72( 
 : xy y x′′ + + = 2 2- معادله ديفرانسيل  

2( معادله ديفرانسيلي، غيرخطي و غير همگن است. 			  1( خطي، از مرتبه دوم و همگن است
4( معادله ديفرانسيل معمولي، غير خطي و همگن است.  		 3( معادله ديفرانسيلي نوعي كشي ـ اويلر است.

)مهندسي برق - سراسري 74(

Cy كدام است؟  C
x

= +1
3- معادله ديفرانسيل دسته منحني‌هاي به معادلات 2

xy y′′ ′+ =2   )2 				   xy y y′′ ′− + =2   )1

x y xy y′′ ′+ − =2
  )4 					    xy y′′ ′− =2   )3

)مهندسي هسته‌اي- سراسري  77(
A مقدار ثابت( حل عمومي آن باشد، كدام است؟  ( y Ax= 4- معادله ديفرانسيلي كه 

yy
x

′ = 2  )4 	
	

yy
x

′ =  )3 	 	y x y′ = 2  )2 		 y xy′ =  )1

)مهندسي شيمي -آزاد77(
y كدام است؟  A cos x sin x= +2 2 5- معادله ديفرانسيل حاصل از حذف ثابت A در معادله توابع 

( ) ( )cos x y sin xy′ + =2 2 2 2 )2 			  ( ) ( )sin x y cos x y′ + =2 2 2 2 )1

( ) ( )sin x y cos x y′ + =2 2 2 2  )4 	 		 ( ) ( )cos x y sin x y′ + =2 2 2 2 )3
)مهندسي مكانيك- سراسري  77(

6- در مورد معادله ديفرانسيل زير كدام يك از گزينه‌ها صحيح است؟ 
y y y x cos x′′ ′+ − = +22 8

2( مرتبه 2، درجه 1 ، غيرخطي، غيرهموژن 			  1( مرتبه 2، درجه 1 ، خطي، غير هموژن
4( مرتبه 2، درجه 1 ، خطي، هموژن 			  3( مرتبه 2، درجه 1 ، غير خطي، غيرهموژن

)مهندسي پليمر- آزاد 77(
7- در مورد معادله ديفرانسيل زير، كدام‌يك از گزينه‌ها صحيح است؟ 

( )y xy y y xy′′′ ′′ ′+ + + =22 

2( مرتبه 3، درجه 2 ، خطي، هموژن 			  1( مرتبه 3، درجه 1 ، غير خطي، هموژن
4( مرتبه 3، درجه 1، خطي، هموژن 			  3( مرتبه 1، درجه 3 ، خطي، هموژن

)مهندسي پليمر- آزاد 80(
y كدام يك از گزينه‌هاي زير است؟  xy cos y′ ′= + 8- جواب ويژه يا غيرعادي معادله كلرو 

y x cos x x−= − −1 2 1  )2 	 		 y x cos x x−= + −1 21  )1

y x sin x x−= + −1 21  )4 			  y x sin x x−= + −1 2 1 )3
)مهندسي هوافضا- سراسري  80(

xy كدام است؟  C=2 9- معادله مسيرهاي قائم بر دسته منحني‌هاي 

y x C=2  )4 		y x C− =2 22  )3 		 x y C− =2 22  )2 		 xy C=2  )1
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)مهندسي مخازن هيدروكربوري- سراسري‌80(
 : yy y x′′′ + =4 3 10- معادله ديفرانسيل 

4( غيرخطي است و همگن 3( خطي است و غيرهمگن	 2( غيرخطي است و غيرهمگن	 		 1( خطي و همگن
)مهندسي معدن- آزاد 80(

: ( )y sin x y x′′ + − = 2 11- معادله ديفرانسيل 
4( غيرخطي است و همگن 3( خطي است و غير همگن	 2( خطي است و همگن	 1( غيرخطي است و غيرهمگن	

)مهندسي معدن - آزاد 80(

 : yy e sin x′ − = 12- معادله ديفرانسيل 
4( خطي است و غيرهمگن 3( غيرخطي است و غيرهمگن	 2( غيرخطي است و همگن	 1( خطي است و همگن	

)مهندسي معدن- آزاد 80(

 : xe y y′ + − = 2 4 13- معادله ديفرانسيل 
4( غيرخطي است و همگن 3( غيرخطي است و غيرهمگن	 2( خطي است و غيرهمگن	 1( خطي است و همگن	

)مهندسي انرژي - آزاد 80(

sin) چه نوع معادله‌ايست؟  x)y (x x )y f (x)′ + =2 54 14- معادله ديفرانسيل 
4( غيرهمگن است. 		 3( همگن است. 		 2( غيرخطي است. 		 1( خطي است.

)مهندسي نساجي- آزاد 81(
y چه نوع معادله‌اي است؟  sin y p(x)′ + = 15- معادله ديفرانسيل 

4( غيرخطي است. 		 3( غيرهمگن است. 		 2( همگن است. 		 1( خطي است.
)مهندسي نساجي- آزاد 81(

) چه نوع معادله‌اي است؟  ) xy sin x y x y e′′ ′+ − =2 16- معادله ديفرانسيل 
4( غيرخطي و همگن 3( غيرخطي و غيرهمگن	 		 2( خطي و همگن 		 1( خطي و غيرهمگن

)مهندسي مخازن هيدروكربوري- آزاد 81(

مقدار ثابت( حل عمومي آن باشد، كدام است؟  A ( ( )y sin x A= + 17- معادله ديفرانسيلي كه 

( )y y′ = +2 21  )4 		 y y′ = + 21  )3 		 y y′ = − 21  )2 	( )y y′ = −2 21  )1
)مهندسي شيمي - آزاد 81(

y باشد، كدام است؟  C x C x= + + 2
1 2 2 18- معادله ديفرانسيلي كه جواب كلي آن 

( )xyy y′′ ′− =2 2  )4 	 ( )xyy y′′ ′+ =2 2  )3 	 ( )yy y′′ ′+ =2 2 )2 	 ( )yy y′ ′+ =2 2  )1
)مهندسي برق آزاد 81(

y يك معادله:  yy y cos x′′ ′+ + − =4 2  19- معادله
4( خطي و غيرهمگن است. 3( غيرخطي و همگن است.	 2( خطي و همگن است.	 1( غيرخطي و غيرهمگن است.	

)مهندسي برق- آزاد 82(

) خانواده و 2- پارامتري از جواب‌هاي آن است، كدام است؟  )x C sin C= ω+1 2 20- معادله ديفرانسيلي كه 
x x′′ = −ω2  )2 					    x x′′ = ω2  )1

( )x C sin t C′′ = ω ω +2
1 2  )4 	 		  ( )x C sin t C′′ = − ω ω +2

1 2  )3
)مهندسي مكانيك- سراسري  82(

) خطي باشد، بايد:  ) md y dyx f x y
dx dx

+ + =
2

2
2  21- براي اينك‌ه معادله ديفرانسيلي

m n= =   )4 f ثابت	 (x), n =   )3 		 n , m= =1  )2 		 m =1 )1
)مهندسي هسته‌اي- سراسري  82(

مقدمه‌اي بر معادلات ديفرانسيل
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معادلات  دیفرانسیل

y كدام است؟  cx d= +2 22- معادله ديفرانسيل سهمي به معادله 

xy y′′ ′− =   )2 				   x y xy y′′ ′− + =2 2  )1

 ( )y x x y y′′ ′+ − + =2 2   )4 				   xy x y y′′ ′− + =22   )3
)مهندسي مكانيك -آزاد 82(

y چه نوع معادله‌اي است؟  sin y′′ = 23- معادله ديفرانسيل 
4( غيرخطي و غيرهمگن 		 3( غيرخطي و همگن 		 2( خطي وغيرهمگن 		 1( خطي و همگن

)مهندسي مخازن هيدروكربوري -آزاد 82(
y) به كدام صورت است؟  a) bx− =2 2 24- معادله ديفرانسيل دسته منحني 

xy y′′ ′+ =2   )4 		 xy y′′ ′+ =2   )3 		 y xy′′ ′+ =2   )2 		 y xy′′ ′+ =2   )1
)مهندسي كشاورزي- سراسري 82(

) يك معادله:  )y y y cos x′′ ′= − 25- معادله ديفرانسيل 
4( غيرخطي و غيرهمگن است. 3( غيرخطي و همگن است.	 2( خطي و همگن است.	 1( خطي و غير همگن است.	

)مهندسي نساجي -آزاد 82(

x يك معادله ديفرانسيل:  y xy x′ + − + =2 2 1  26- معادله
4( غيرخطي و همگن است. 3( غيرخطي و غيرهمگن است.	 2( خطي و همگن است.	 1( خطي و غيرهمگن است.	

)مهندسي نساجي -آزاد 82(

 : d y dy y sin x
dx dx

− + =
3

3 2  27- معادله ديفرانسيل

2( يك معادله ديفرانسيل پاره است. 			  1( يك معادله ديفرانسيل معمولي است.
4( يك معادله ديفرانسيل خطي است. 			  3( فرم خاصي از معادله لاپلاس است.

)معماري كشتي- سراسري 83(
ox باشد، كدام است؟  28- معادله ديفرانسيل تمام سهمي‌ها كه محور تقارن آنها منطبق بر 

yy y′ ′′+ =2
  )4 		 yy y′′ ′+ =2

  )3 		 xy y′′ ′=  )2 		 y xy′′ ′=  )1
)مهندسي هوا فضا - سراسري 83(

x كدام‌يك از منحني‌هاي زير هستند؟  y C− =2 2 29- مسيرهاي متعامد خانواده هذلولي‌هاي 2
4( هذلولي‌ها 			  3( بيضي‌ها 		 2( سهمي‌ها 			  1( دايره‌ها

)مهندسي معدن -آزاد 83(

y جواب‌هاي كدام‌يك از معادلات ديفرانسيل هستند؟  sin x, y x= =1 2 30- تابع 

( )y sin x x cos x y x sin x ysin x′′ ′− − + =   )2 		  ( )y sin x y sin x x cos x′′ + − =   )1

( )y sin x y .x sin x y sin x x cos x′′ ′− + − =   )4 		 ( )y sin x x cos x ysin x′′ − + =   )3
)مهندسي هسته‌اي- سراسري 83(

yx كدام است؟  C= 31- معادله مسير قائم خانواده هذلولي‌هاي 

( )x y C x y− = + 2  )2 					    y x C− =2 2  )1

x Cy C ,C− = >2 22   )4 				   ( )x y C C+ − =22 2  )3
)مهندسي عمران نقشه‌برداري - سراسري 84(

) مي‌گذرد كدام است؟  , )2 4 y كه از نقطه  cx=2 3 32- مسير قائم دسته منحني 

x y− = −2 23 44  )4 	 x y+ =2 22 3 56  )3 	 x y− = −2 22 3 40 )2 	x y+ =2 23 48  )1
)مهندسي نساجي- سراسري84(
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x كه در آن C ثابت دلخواه )پارامتر( است، عبارت است از:

cy
e

= 2 33- معادله مسيرهاي قائم خانواده منحني‌هاي 

y Ln x c= +  )4 		 y x c= +  )3 	 	
cy Lnx=  )2 	 	y c x=  )1

)مهندسي فرآوري و انتقال گاز- سراسري 85(

x كدام است؟ y x− − + −λ =2 2 2 4  34- مسيرهاي قائم بر دسته منحني 
x xy c+ =  )4 		 y xy c+ = ‌)3 	 	y xy c− =  )2 	 	x xy c− =  )1

)مهندسي برق- سراسري 86(

y چيست؟ cx=2 3 35- معادله مسير قائم خانواده منحني‌هاي 

x y y k+ =2 23 2  ‌)4 	x y y k+ =2 2 2  )3 	 x y k+ =2 2 22 3  )2 	 x y y k+ =2 33  )1

)مهندسي عمران- سراسري 86(
xy جواب كدام معادله ديفرانسيل است؟ x e= 2 36- تابع 

y y y y′′′ ′′ ′+ + + =3 3   )2 				   y y y′′′ ′′ ′− + =2   )1
( )y y y y′′′ ′′ ′− + − =4 3 3   )4 			  ( )y y y y′′′ ′′ ′+ + + =4 3 3   )3

)مهندسي مكانيك- سراسري 86(

 هم‌ارز كدام معادله است؟

dx x y
dt
dy y x
dt

 = +

 = +


2

2
37- دستگاه معادلات 

x x x′′′ ′′ ′− + =2 3   )4 	x x x′′′ ′′ ′− − =2 3   )3 	x x x′′′ ′′ ′+ + =2 3   )2 	x x′′ ′− − =2 3   )1
)مهندسي مكاترونيك- سراسري 86(

y جواب كدام معادله ديفرانسيل است؟ cos x sin x= +2 3 3 3 38- تابع 
y y′′ ′+ =3   )4 		 y y′′ ′− =9   )3 		 y y′′ + =9   )2 	 	y y′ + =9   )1

)مهندسي هوا فضا- سراسري 88(

39- معادله ديفرانسيل خانواده سهمي‌هايي كه كانون آن‌ها مبدا انتقال و محور آن‌ها محور xهاست، كدام است؟

 dy dyx ( ) x y
dx dx

− + =2 2
  )2 			  dy dyx( ) x y

dx dx
− − =2 2   )1

dy dyy( ) x y
dx dx

+ − =2 2   )4 			   dy dyy( ) x
dx dx

− + =2 2   )3

)مهندسي هوا فضا- سراسري 88(

xy که در آن C ثابت است. کدام کی از خانواده منحنی‌هاست؟ C= 40- مسیر قائم )متعامد( خانواده هذلولی‌های 
x y C− =2 2  )2 					    x y C+ =2 2  )1
x y C− =2 22  )4 					    x y C+ =2 22  )3

)مهندسی عمران ـ نقشه‌برداری 90(

مقدمه‌اي بر معادلات ديفرانسيل
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معادلات  دیفرانسیل

پاسخ‌نامه تشريحي تست‌هاي فصل اول

)1- گزينه‌ 3(  ) ( ) yy cos x cos x= β ω +α ⇒ ω +α =
β

( ) ( )y sin x y cos x′ ′′⇒ = −βω ω +α ⇒ = −βω ω +α2

yy y y y y′′ ′′ ′′⇒ = −βω × ⇒ = −ω ⇒ +ω =
β

2 2 2


2- گزينه‌ 2(

xy y x xy y x′′ ′′+ + = ⇒ + = −

2 2

چون سمت راست تساوي صفر نيست، پس معادله ناهمگن است.

3- گزينه‌ 2( 
c cy c y c y x
x x

−′ ′= + ⇒ = ⇒ = − 21 1
2 12

C y xxc cy y x c y x y x
x x

′=−′′ ′′ ′′ ′⇒ = = ⇒ = → = −
2

13 3 21 1
14 3

2 2 2 2

y x y xy y′′ ′ ′′ ′⇒ = − ⇒ + =2 2 

4- گزينه‌ 3( 
y yy Ax y A , y Ax A y
x x

′ ′= ⇒ = = ⇒ = ⇒ =

5- گزينه‌ 3(‌ 
y A cos x sin x y Asin x cos x′= + ⇒ = − +2 2 2 2 2 2

y cos x cos x yy cos x Asin x A
sin x sin x

′ ′− −′⇒ − = − ⇒ = =
−

2 2 2 22 2 2 2
2 2 2 2

sin xcos x yy cos x sin x
sin x

×′− → = + → 
 

2 22 2 2 2
2 2

( sin x)y cos x y cos x sin x′= − + ⇒2 22 2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )sin x y cos x y cos x sin x sin x y cos x y′ ′+ = + ⇒ + =2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2

6y- گزينه‌ 1(  y xy x cos x′′ ′+ − = +22

معادله داراي مشتق دوم )مرتبه 2( است و توان مشتق دوم نيز 1 )درجه( است و چون سمت راست عبارت صفر نيست، پس معادله غيرهمگن 
است. معادله خطي است. 

)7- گزينه‌ 1( )y xy y y xy′′′ ′′ ′+ + = + =22 

معادله داراي مشتق سوم )مرتبه 3( بوده و توان مشتق سوم 1 )درجه( است و چون سمت راست تساوي صفر است، پس معادله همگن است و به 
دليل وجود y′2 معادله غيرخطي است.

A را در معادله اصلي قرار مي دهيم
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8- گزينه‌ 4(
y xy cos y′ ′= +

c مشتق مي‌گيريم و حل  c قرار مي‌دهيم و سپس نسبت به  ′y وجود داشت  ابتدا به جاي آن  براي به‌دست آوردن جواب ويژه اگر در معادله 
مي‌كنيم. 

y cx cos c x sin c x sin c c sin x1−= + ⇒ − = ⇒ = ⇒ =

( ) ( ) ( )y sin x x cos sin x y sin x x− − −→ = + ⇒ = + −1 1 1 21

توجه: با توجه به معادلات مثلثاتي دو رابطه مهم زير را داريم: 

( ) ( ))sin Arccos x x )cos Arcsin x x= − = −2 21 1 2 1

9- گزينه‌ 3(

y
yxy c y yy x y xy

y

1
2 2 2 12 2

−′→
′  −′= → + = → + = ′ 

 

dydxy xy y dy xydx y dy xydx
dy

×⇒ − = → − = ⇒ =2 2 22 2 2 

yydy xdx x c y x c y x c
2

22 2 2 2 2
1 1 22 2 2 2

2
×⇒ = ⇒ = + → − = ⇒ − =∫ ∫

10- گزينه‌ 2(
yy y x′′′ + =4 3

چون سمت راست معادله صفر نيست پس معادله غيرهمگن است و همچنين  معادله غيرخطي است، زيرا: 

xyy y x y y xy
y

−′′′ ′′′ ′′′+ = ⇒ + = ⇒ − = −134 3 4 3 4

11- گزينه‌ 3(
( ) ( )y sin x y x y sin x y x′′ ′′+ − = ⇒ + =2 2



y و مشتق آن تابع ديگري از y وجود ندارد، معادله خطي است و چون سمت راست صفر نيست پس معادله غيرهمگن است. چون به غير از 

12- گزينه‌ 3(
yy e sin x′ − =

ye معادله غيرخطي است.  چون سمت راست صفر نيست پس غير همگن است و به دليل وجود  جمله 

13- گزينه‌ 2( 
x xe y y e y y′ ′+ − = ⇒ + =2 4 2 4

xe برحسب x بوده و اشكالي در خطي بودن معادله ايجاد نمي‌كند.  چون سمت راست صفر نيست پس  غيرهمگن و خطي است. دقت كنيد جمله 

14- گزينه‌ 1( 
( ) ( ) ( )sin x y x x y f x′ + + =2 54

) باشد، غيرهمگن  )f x ≠  باشد، معادله همگن و اگر ( )f x =  و مشتقات آن است، قطعا خطي است ولي اگر y چون تابع فقط برحسب

در معادله بالا قرار مي دهيم

مقدمه‌اي بر معادلات ديفرانسيل
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است. پس مشخص نيست. 

15- گزينه‌ 4(
y sin y p(x)′ + =

p(x) باشد، ‌معادله  =  و مشتقات آن موجود باشد. همچنين اگر y sin معادله غيرخطي است. در معادله خطي فقط بايد  y به دليل وجود 
p(x) باشد، معادله غير همگن است.  ≠  همگن و اگر 

16- گزينه‌ 1(
( ) xy sin x y x y e′′ ′+ − =2

y و مشتقات آن است پس خطي است.  به دليل اين‌كه سمت راست صفر نيست پس معادله  غيرهمگن است و چون تابع برحسب 

17- گزينه‌ 1(

( ) ( )y sin x A y cos x A′= + ⇒ = + ⇒ امتحان گزينه‌ها 

( ) ( ) ( )cos x A sin x A y y′+ = − + ⇒ = −22 2 21 1

18- هيچك‌‌دام 

y c x c x y c x y′ ′′= + + ⇒ = + ⇒ =2
1 2 12 4 4

y را در گزينه‌ها قرار دهيم مشاهده مي‌شود كه هيچ‌يك از گزينه‌ها جواب نمي‌دهد.  , y , y′′ ′ اگر

19- گزينه‌ 1(
y yy y cos x y yy y cos x′′ ′ ′′ ′+ + − = ⇒ + + =4 2 4 2

yy′4 معادله غيرخطي است.  چون سمت راست صفر نيست معادله غيرهمگن است و به دليل وجود 

20- گزينه‌ 2(
( ) ( ) ( )x c sin t c x c cos t c x c sin t c′ ′′= ω + ⇒ = ω ω + ⇒ = − ω ω +2

1 2 1 2 1 2

و از معادله اصلي داريم: 

( ) ( ) ( )x xc x sin t c x x
sin t c sin t c

′′ ′′= → = − ×ω ω + ⇒ = − ω
ω + ω +

2 2
1 2

2 2

21- گزينه‌ 1(

( )n md y dyx f x y
dx dx

+ + =
2

2 

m باشد، معادله خطي خواهد بود.  اگر 1=

22- گزينه‌ 1(
yy cx d y cx y c c
′′

′ ′′= + ⇒ = ⇒ = ⇒ =2 2 2
2

xy y′′ ′− =  يا  yy x y xy
′′

′ ′ ′′→ = × ⇒ − =2
2



23- گزينه‌ 3(
y sin y y sin y′′ ′′= ⇒ − = 

x"با جايگذاري در

y' با جايگذاري در معادله
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sin معادله غيرخطي است.  y f نداريم پس  معادله همگن بوده و به دليل وجود  (x) چون سمت راست جمله 

24- گزينه‌ 3(

 ( ) ( )y a bx y y a b (I)′− = → − = ⇒2 2 2 2

( )y y y a (II)′ ′′→ + − =22 2    

از معادله )I( داريم:

b y (y a)′= −

yaو از معادله )II( داريم: y
y
′

= +
′′

2

a را در معادله اول قرار دهيم: مقدار 
y yb y (y a) b y y y
y y

 ′ ′ 
′ ′= − ⇒ = − + = −  ′′ ′′  

2 3

b,a آنها را در معادله اصلي قرارمي‌دهيم.  حال با به‌دست آوردن 

( ) y yy a bx y y x
y y
′ ′   

− = ⇒ − − = −   ′′ ′′   

22 3
2 2 2

y y yx x y xy
y y y
′ ′ ′

′ ′′⇒ = − ⇒ = − ⇒ + =
′′ ′′ ′′

4 3

2 2 2 2 

25- گزينه‌ 2(
( )y y y cos x y y cos x ycos x′′ ′ ′′ ′= − ⇒ − + = 

و مشتقات آن است، پس معادله خطي است. y چون سمت راست معادله صفر است، معادله همگن بوده و چون تابع برحسب 

26- گزينه‌ 1(
x y xy x x y y x′ ′+ − + = ⇒ + = −2 22 1 2 1

y است، پس خطي است. , y′ چون سمت راست صفر نيست پس معادله همگن است و چون معادله برحسب 

27- گزينه‌ 4(
d y dy d y dyy sin x y sin x
dx dx dx dx

− + = ⇒ − = −
3 3

3 2 2

dy معادله غيرخطي است. y
dx

2 چون سمت راست صفر نيست پس معادله غيرهمگن بوده و به دليل وجود جمله 

 باشد، جزئي يا پاره‌اي است. 
x
∂
∂

d باشد معمولي است و اگر بر حسب 
dx

  اگر معادله بر حسب 

28- گزينه‌ 3(
ها محور تقارن سهمي است يعني سهمي افقي است و معادله سهمي افقي به صورت زير است: x چون محور

( ) ( )y b d x a x c c y− = − → − =2 2
1 24

 x مشتق نسبت به

 x مشتق نسبت به

مقدمه‌اي بر معادلات ديفرانسيل
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    x c c y yy c yy c′ ′⇒ = + → = + ⇒ =2
1 2 2 21 2 2 1

( )y c yy c c y yy y yy′ ′′ ′ ′′ ′ ′′→ + = ⇒ + = ⇒ + =2 2 2
2 2 22 2 2 2  

29- گزينه 4(

y
yx y C x yy
−′=→
′′− = ⇒ − = →
1

2 2 2 2 2 

 

dydxx y x y xdy ydx
y dy

× −
− = ⇒ + = → + = ′ 

12 2   

( ) ( )d xy d xy xy C⇒ = ⇒ = ⇒ =∫ 

و يا مي‌توان گفت: 

y
yx x dx xy

y y y dy y

−′→
′ −′ = → = ⇒ − =

′

1 1

dy y dy dx dy dx
dx x y x y x

⇒ − = ⇒ = − ⇒ = −∫ ∫
c cLny Lnx Lnc Lny Lnx Lnc Lny Ln y
x x

= − + ⇒ = − + ⇒ = ⇒ = هذلولي  

30- گزينه‌ 2( 
y sin x, y x= =1 2

ny جواب‌هاي معادله باشند، براي به‌دست آوردن معادله ديفرانسيلي از دترمينان زير استفاده مي‌كنيم: ,..., y , y2  اگر 1

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n

n

n n n n
n

y f x f x ... f x
y f x f x ... f x

y f x f x f x

′ ′ ′ ′
=

1 2

1 2

1 2



   

و در اين مثال داريم: 
y sin x x
y cos x y(cos x sin x) sin x(y ) ( y )) x( y sin x y cos x)
y sin x
′ ′ ′′ ′ ′′= ⇒ × + × − × − × + − − =
′′ −

1 1 1   



( ) ( )y sin x x cos x y x sin x ysin x′′ ′⇒ − − + = 

y صدق مي‌كند.  , y2 1 y در معادلات استفاده كرد كه تنها در گزينه )2(هر دو جواب  , y2 1 و يا مي‌توان از چك كردن دو جواب 

31- گزينه‌ 1(

y
yxy c y xy y x

y

−′=
′  −′= → + = → + = ′ 

1 1
 

dydxy x ydy xdx ydy xdx
dy

×⇒ − = → − = ⇒ = 

 x مشتق نسبت به

 x مشتق نسبت به

 x مشتق نسبت به
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c cy xydy xdx c y x c y x c
1 22 2 2

2 2 2 2
1 1 22

2 2

=

⇒ = ⇒ = + ⇒ − = ⇒ − =∫ ∫

32- گزينه‌ 3( 
y

yy y y yy cx c , yy x y
x x x y x

12 2
2 3 2

3 3
12 3 2 3 2 3

−′→
′ 

′ ′= ⇒ = = ⇒ = →− × = ⇒  ′ 

  x dy xy ydy xdx y x c c
y dx y

2
42 22 2 3 33 2 16 4

3 3 2 2
−′ = − ⇒ = ⇒ + = → + = → × + =

c y x2 228 3 2 56⇒ = ⇒ + =

33- گزينه 3(

x x xcy c ye y e ye
x

′= ⇒ = → = +2 2 22
2



y
x x y dxy e ye y y y y

y dy

−′→
′ −′ ′= − ⇒ = − → = − ⇒ = ⇒

′

1
2 2 12 2 2 2

dx ydy x y c y x c y x c= ⇒ = + ⇒ = + ⇒ ± +∫ ∫ 2 22

34- گزينه 2(

x y x x yy x yy′ ′− − + −λ = → − − = ⇒ − − = ⇒2 2 2 4 2 2 2 1  

y
yx x dx xyy x y

y y y dy y

−′→
′− − − −′ ′= − ⇒ = → = ⇒ − = ⇒

′

11 1 1 11

dx dy Ln x Lny Lnc Lny Ln(x ) Lnc
x y

− = ⇒ − − = + ⇒ + − = ⇒
−∫ ∫ 1 1

1
c cx( )Lny(x ) Lnc yx y c y xy c y xy c− =−− = ⇒ − = → − = − → − =11

11

35- گزينه 2(

y yy x x yy cx c y( xy y)
x x

′ − ′= ⇒ = → = ⇒ − = ⇒
2 3 2 2

2 3
3 6

2 3 2 3 

y
yyxy y y

x

−′→
′′ ′− = ⇒ = × →
132 3

2


y dx y xdx ydy x y c
y x dy x

×− −
= ⇒ = ⇒ − = ⇒ − = + →

′ ∫ ∫ 22 21 3 3 32 3
2 2 2

c kx y c y x k=− = + → + =
222 2 2 2 22 3 2 3 2

انتگرال مي ‌گيريم

مشتق

مشتق

مشتق

مقدمه‌اي بر معادلات ديفرانسيل
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36- گزينه 4( 

x x x x xy x e y xe x e y xe y y y xe′ ′ ′= ⇒ = + ⇒ = + ⇒ − =2 22 2 2

x x x xy y e xe , y y xe y y e y y′′ ′ ′ ′′ ′ ′→ − = + − = ⇒ − = + − ⇒2 2 2 2

x xy y y e y y y e y y y y y y′′ ′ ′′′ ′′ ′ ′′′ ′′ ′ ′′ ′− + = → − + = ⇒ − + = − + ⇒2 2 2 2 2 2

( )y y y y y y y y′′′ ′′ ′ ′′′ ′′ ′− + − = → − + − =43 3 3 3 

37- گزينه 3(

x x x xx x y y y

y y x

− − = + ⇒ = → =

 = +

2
2 2

2

  

 



x x x x x xy x x x x x x×− − −
⇒ = + ⇒ = + → − + − =22 2 2 4

2 2 2
    

 


x x x x x x⇒ − − = → − − =2 3 2 3    
 

38- گزينه 2( 

y cos x sin x y sin x cos x′= + ⇒ = − +2 3 3 3 6 3 9 3

y cos x sin x y y′′ ′′= − − ⇒ + =18 3 27 3 9 

39- گزينه 4(

y است و برابر به‌دست آوردن معادله ديفرانسيل متناظر با يك دسته منحني بايد پارامتر C را با  c(x c)= +2 4 معادله اين سهمي به‌صورت 
مشتق‌گيري حذف كنيد.

y cx c yy c yy c′′ ′= + → = ⇒ =2 24 4 2 4 2

y dy dyy yy x y y y x yy y y( ) x( ) y
dx dx

×
′ ′′ ′⇒ = + → + − = ⇒ + − =

1
2 2 2 2 22 2 2 

13- گزینه 2( 
y

y x xxy C y xy y y y y x
y y

−′→
′′ ′= → + = → − = → = → = →

′ ′

1

 

ydy xdx y x C y x C= → = + → − =∫ ∫ 2 2 2 2
1

1 1
2 2

مشتق

مشتق

مشتق

مشتق

t مشتق نسبت به

x مشتق نسبت به
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آنچه در این فصل می‌خوانیم:

  قضيه يكتايي جواب
 نحوه تشكيل معادله ديفرانسيل
 روش‌هاي حل معادله مرتبه اول

تعريف عامل انتگرال ساز يا فاكتور انتگرالي
)µ  روش‌هاي محاسبه عامل انتگرال ساز)

تعميم معادله خطي مرتبه اول
معادله برنولي
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معادلات ديفرانسيل مرتبه‌ اول

مقدمه: صورت عمومي اين‌گونه معادلات عبارت است از:

( )F y , y, x′ =             نمايش ضمني 

( )y f x, y′ =             نمايش صريح 

( ) ( )P x, y dx Q x, y dy+ =       نمايش ديفرانسيلي 
و يا: 

Xdx Ydy
Mdx Ndy

+ =
 + =





به‌عنوان مثال خواهيم داشت:‌

( )) xy y xy y F y , y, x xy y′ ′ ′ ′− = ⇒ − − = ⇒ = − −1 1 1 1              نمايش ضمني  

( )y y) y f x, y
x x
+ +′ = ⇒ =

1 12              نمايش صريح    

( )
( )
( )

P x, y y
) y dx xdy

Q x, y x

 = −− + = ⇒ 
=

1
3 1        نمايش ديفرانسيلي       

قضيه يكتايي جواب 

xy تعريف ش��ده باش��د، ش��رط كافي براي آن‌كه معادله داراي جواب يكتا مانند  D در صفحه  ) در ناحيه مس��تطيلي  )f x, y اگر معادله 

) در ناحيه مستطيلي D پيوسته و كراندار باشند.  ) ff x, y ,
y
∂
∂

) صدق كند، آن است كه  )y x y=


) باشد، به طوري‌كه  )y g x=

 : y( ) , x , y x sin xy′= ≤ ≤ =2     معادله ديفرانسيلي 
1( داراي جواب منحصر به فرد است. 

2( جواب ندارد. 
3( بي‌نهايت جواب دارد.

4( در فاصله داده شده جواب ندارد ولي در بخشي از آن جواب دارد. 
  گزينه 1(

( ) ff x, y x sin xy x cos xy
y
∂

= → =
∂

2
 sin xy,cos xy⇒ − ≤ ≤1 1

) هر دو پيوسته و كراندار هستند، در نتيجه معادله ديفرانسيلي داراي  )f , f x, y
y
∂
∂

توابع سينوس و كسينوس توابع كراندار هستند. بنابراين 
جواب يكتا است. 

نحوه‌ تشكيل يك معادله ديفرانسيل:

اگر جواب عمومي معادله ديفرانس��يلي مفروض باش��د، براي يافتن معادله ديفرانسيل متناظر، به تعداد پارامتر موجود، از آن جواب عمومي 
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مش��تق مي‌گيريم و با حذف پارامترهاي موجود در آن دس��تگاه معادلات، معادله‌اي حاصل خواهد شد كه به آن معادله ديفرانسيلي متناظر 
آن دسته جواب‌ها مي‌گويند. 

  معادلات ديفرانسيلي دسته جواب‌ زير كدام است؟
y cx= +2

y y x′= −2  )4 	 	y xy y′= +  )3 		 y y′= +2 )2 	 	y y x′= +2  )1

   گزينه 1(
y cx y c y y x′ ′= + ⇒ = ⇒ = +2 2

در اين معادله چون يك پارامتر )c( داشتيم، يك‌بار مشتق گرفتيم. 

xy برابر است با: c e c= +1 2   معادله ديفرانسيل متناظر با دسته جواب 
y y′ ′′=  )4 	 	y y′ ′′= −2  )3 		 y y′=  )2 	 	y y′′ =  )1

   گزينه 4(
x x xy c e c y c e y c e y y′ ′′ ′ ′′= + ⇒ = ⇒ = ⇒ =1 2 1 1

x كدام است؟ xy c e c e− −= +2
1 2    معادله متناظر به دسته جواب 

y y′′ + =3   )4 	 	y y′ + =3   )3 	y y y′′ ′+ + =3 2   )2 		 y y=1 2  )1

   گزينه 2(
x x x xy c e c e ( ) y c e c e ( )− − − −′= + ⇒ = − −2 2

1 2 1 21 2 2

( )x xy C e C e− −′′⇒ = +2
1 24 3

( ) ( )
( ) ( )

( )
x

x

y y C e
y y y y

y y C e

−

−

′ ′′ + ⇒ + = ′ ′′ ′⇒ + = − +
′+ ⇒ + = −

2
1

2
1

2 3 2
2

1 2

y y y y y y y′ ′′ ′ ′′ ′⇒ + + + = ⇒ + + =2 2 3 2 

روش‌هاي حل معادله مرتبه اول 

معادلات جداپذير و يا تفكيك‌پذير 
,x جداپذير مي‌گويند هرگاه بتوان نوشت:  y f را نسبت به  (x, y) تابع جداپذير: تابع

( ) ( ) ( )f x, y g x .h y=

 كدام‌يك از توابع زير تفكيك‌پذيرند؟
( ) ( )( )) f x, y x y x y x y= − = − +2 21

) را بايد بتوان به صورت حاصل ضرب نوشت.  ) ( )h y ,g x ها جدا نمي‌شوند، پس جداپذير نيست. دقت كنيد كه دو تابع  y ها از  x چون 

           ( ) ( )y) f x, y y .
x x
−

= = −
1 12 1 جداپذير 

معادلات ديفرانسيل مرتبه‌ اول
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معادلات  دیفرانسیل

             ( )x y x y) e .sin x e .sin x .e− −=3 جداپذير 

         ( ) ( )) f x, y yx y y x= − = −2 24 1 جداپذير  

) جداپذير باشد.  )f x, y ) را جداپذير مي‌گويند هرگاه تابع  )y f x, y′ = تعريف: معادله 

  كدام‌يك از معادلات زير جداپذيرند. 

                     ) y y x′ = −1 جداپذير نيست. 

                         x) y e sin y′ =2 جداپذير 

                                  ) y yx′ = 33 جداپذير 

          ( )y) xy y y y .
x x
+′ ′− = ⇒ = = +

2 14 2 2 جداپذير 

روش حل معادلات جداپذير:

dy تبديل مي‌كنيم و سپس از دو سمت معادله انتگرال مي‌گيريم: 
dx

′y را به  در اين‌گونه معادلات ابتدا 

dyy f (x, y) g(x).h(y)
dx

′ = ⇒ =

( ) ( ) ( ) ( )dy dydx.g x g x dx C
h y h y

⇒ = ⇒ = +∫ ∫ جواب عمومي 

y كدام است؟ x y′ = 2  جواب عمومي معادله 

xy c= +
2

3
)4 	 xLn y c= +

3

3
 )3 	 xLn y c= +

2

2
 )2 	

	

xy c= +
3

3
 )1

   گزينه 3(

 

dy dyy x y x y x dx
dx y

′ = ⇒ = ⇒ = ⇒2 2 2 dy xx dx Ln | y | C
y
= ⇒ = +∫ ∫

3
2

3
جواب عمومي 

yy برابر است با:
x
+′ =
−

2

2
4
4

  جواب عمومي معادله 

y xArc tg Ln c
x
−

= +
+

2
2 2

 )2 			   y xArc tg Ln c
x
−

= +
+

1 1 2
2 2 4 2

 )1

y xArc tg Ln c
x
+

= +
−

1 2
2 2 2

 )4 			   xArc tgy Ln c
x
+

= +
−

1 1 2
2 4 2

 )3

y   گزينه 1( dy y dy dxy
x dx x y x
+ +′ = ⇒ = ⇒ =
− − + −

2 2

2 2 2 2
4 4
4 4 4 4
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dy dx y xArctg Ln C
y x x

−
⇒ = ⇒ = +

+ − +∫ ∫2 2
1 1 2

4 4 2 2 4 2
جواب عمومي 

 روابط انتگرال‌گيري مقابل را در رياضي عمومي 1و2 به شكل مقابل داريم:

( )dt) Ln at b c
at b a

= + +
+∫

11

dt t) Arctg c
t a a a

= +
+∫ 2 2

12

dt t a) Ln c
t a a t a

−
= +

− +∫ 2 2
13

2
dt) sinh t c

t
−= +

+
∫ 1

2
4

1
dt) cosh t c
t

−= +
−

∫ 1
2

5
1

dt) Arcsin t c
t
= +

−
∫ 2

6
1

y  جواب عمومي معادله زير كدام است؟ yy
x x

+ +′ =
+ +

2

2
2 2
3 2

(x )
Arc tg(y ) Ln c

(x )

− −
+ = +

+

1 3
2 21 1

2

 )2 		
(x )

Arc tgy Ln c
(x )

− +
= +

− −

1 3
2 2
1 3
2 2

 )1

(x )
Arc tg(y ) Ln c

(x )

+ −
+ = +

+ +

3 1
2 21 3 1
2 2

 )4 		
(x )

Arc tgy Ln c
(x )

− +
= +

− −

3 1
2 2
3 1
2 2

 )3

   گزينه 4(
y y dy y y dy dxy
x x dx x x y y x x

+ + + +′ = ⇒ = ⇒ =
+ + + + + + + +

2 2

2 2 2 2
2 2 2 2
3 2 3 2 2 2 3 2

( )
dy dx dy dx

y y x x y x
2 22 22 2 3 2 3 11 1

2 4

⇒ = ⇒ = ⇒
+ + + + + +  + − 

 

∫ ∫ ∫ ∫

t y dt dy
dt ds

ts x ds dx s

= + ⇒ =
 ⇒ = ⇒ += + ⇒ = −

∫ ∫2
2

1
3 11
2 4

معادلات ديفرانسيل مرتبه‌ اول
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( )
xs

Arctg t Ln C Arctg y Ln C
s x

3 11
1 2 22 11 1 3 12

2 2 2 2

 + −−  
 = + ⇒ + = +
 × + + + 
 

x به اتحاد اول يا دوم به‌صورت زير عمل مي‌كنيم. x+ +2 3 تذكر: براي تبديل 2

 xx x+ + ⇒ = →2 3 93 2
2 2 4

اين عدد را اضافه و كم مي‌كنيم.         

x x (x ) (x )+ + − + = + − + = + −2 2 29 9 3 9 3 13 2 2
4 4 2 4 2 4

x كدام است؟ y xy e
sin y

−′ =
2

  جواب عمومي معادله 

x xsin y cos y x e xe c− = +2 2  )2 	 y x x xcos y e sin y x e xe e c− = − + +2 2 2  )1

y x xe (sin y cos y) x e e c− = + +2 2  )4 	
y

x x xe (sin y cos y) x e xe e c− = − + +2 2 2
2

 )3

   گزينه 3(
y

x y xx dy ey e . e .x
sin y dx sin y

−
−  

′ = ⇒ =  
 

2
2

x y sin y x
y

sin y dy x e e .e x e
e−⇒ = ⇒ =∫ ∫ ∫ ∫2 2

حال حاصل هر انتگرال را به روش جز به جز به‌دست مي‌آوريم:

u dv
+ x2 xe
- x2 xe
+ 2 xe



xe
x x x xx e dx x e xe e c⇒ = − + +∫ 2 2

12 2

u dv
+ sin y ye
- cos y ye
+ sin y− ye

ye
y y y ye sin ydy e sin y e cos y e sin ydy⇒ = − + −∫ ∫

y y y ye sin ydy e sin ydy e sin y e cos y⇒ + = −∫ ∫

( )y ye sin ydy e sin y cos y⇒ = −∫2 ( )
y

y ee sin ydy sin y cos y c⇒ = − + ⇒∫ 22

ضريب توان2
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